
確率計画法について (2)

1 確率計画法の一般的定式化
本章で取り扱う数理計画問題の何らかのパラメータはある確率分布に従う確率変数とす
る. その確率分布があらかじめ示されている場合, 確率計画法 (stochastic programming) と
よばれる.

(確率計画問題プロトタイプ SP)

“最小化” g0(x, ξ̃)

“制約条件” gi(x, ξ̃) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

x ∈ X ⊂ Rn

問題 (SP)において, Xおよび gi(x, ξ̃) : Rn → R, (i = 0, . . . ,m) は与えられているものとす
る. ξ̃はN 次元確率変数ベクトルであり, そのとりうる値の集合を Ξ(⊂ RN)とする. 集合
Ξの部分集合の族F と, F に含まれる個々の事象が発生する確率 P は与えられている. ゆ
えに, 全てのΞの部分集合A(A ⊂ Ξ)に対して, A ∈ F であり, P (A)は既知である. すなわ
ち, 確率空間 (Ξ,F , P )が与えられているものとする. 確率空間に関しては, 付録??を参照
されたい. 決定変数 xが与えられたとき, 関数 gi(x, ξ̃) : Ξ → R, ∀x, ∀i はこれ自身確率変
数となり, 確率 P は xに関し独立であると仮定する.
上の問題 (SP)においては, 目的関数, 制約条件に確率変数が含まれる. 確率変数 ξ̃のす
べてのとりうる値に対して, 目的関数を最小化し, 同時に制約条件を満たす解xが必ず存在
するとはいえない. このように, “制約条件”を常に満足し, 目的関数を “最小化”する解が
存在しない場合があるため, 問題 (SP)は明確に定義されたものであるとはいえない. した
がって等価確定問題 (deterministic equivalents) に考え直す必要があり, そのために各種の
アプローチがとられる.

2 確率計画法におけるアプローチ方法
確率計画法に関するアプローチは, 即時決定 (here and now) とよばれるものと, 待機決
定 (wait and see) とよばれるものに大別される. 即時決定は, 確率変数の実現値を知る前に
決定を下さなければならないアプローチであり, 確率計画法では主にこのアプローチを考
える. このアプローチに含まれるリコースを有する確率計画問題は, 制約の満たされない場
合の追加費用を重要視する. これに対し, 確率的制約条件を有する問題は, 制約が満たされ
る確率を問題にする.

リコースを有する確率計画問題 (stochastic programming with recourse) あるいは 2段階
確率計画問題 (two-stage stochastic programming)
制約に確率変数が含まれるとき, 制約を逸脱する度合に応じて罰金を与え, リコー
ス (recourse) を含む目的関数を最小化する. リコースとは, 罰金に対する償還請求
(recourse) を表す.
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確率的制約条件問題 (chance constrained program)
制約条件の概念を拡張し, ある確率レベル (充足水準)で制約条件が満たされればよ
いとする確率的制約条件 (chance constraint) を用いる.

本章ではこの 2つの問題の考え方と, 問題の導出法について示す. ??章ではリコースを有す
る確率計画問題, ??章では, 確率的制約条件問題について考える. 従来, 確率的制約条件問
題は機会制約条件問題 (chance constrained program) と訳されることが多かったが, 本書で
は確率的制約条件問題とよぶ.
即時決定に対し, 待機決定は, 確率変数の実現値を知ってから確定的な数理計画問題を取
り扱うというアプローチである. このアプローチは, 最適値の分布関数や, または平均値分
散などの特性値を求める分布問題 (distribution problem) との関連が深く, パラメトリック
計画や, 安定性の理論とも密接に関連する. 分布問題については, 必ずしも確率計画法の範
疇で捉えられていないが, 詳細は Prékopa [17] などに詳しい.
確率計画法は, 1950年代の Danzig [7], Beale [2], Charnes–Cooper [5] などに起源を由来
する. 1975年までの文献は, Stancu-Minasian–Wets [21] を参照されたい. 確率計画法にお
けるアプローチの分類に関しては, Kall [12, 13]などの解説がある. 確率計画法全般に関す
る成書としては,石井 [11], Wets [24], Kall–Wallace [15], Birge–Louveaux [4],椎名 [20]など
があげられる. さらに発展的な内容を含むものとして, Prékopa [17], Ruszczyński–Shapiro
[18], Kall–Mayer [14] などがある.
確率計画法の現実問題への応用に関しては, Wallace–Ziemba [22] 等に多くの適用例が示
されている. 特に, 確率計画法の解法アルゴリズムに関しては, Ermoliev–Wets [8], Infanger
[9], Birge [3], Mayer [16] 等を参照されたい.
最新の書籍としては次のものがある. Infanger [10] は, Dantzig [7] の功績を称えて確率
計画法の専門家が分担して執筆した本であり, Shapiro–Dentcheva–Ruszczyński [19] は理論
的側面に詳しい.

3 等価確定問題の導出

3.1 リコースを有する確率計画問題

確率変数 ξ̃の実現値を ξとし, ξ̃の実現値 ξが知られた段階で, (SP)の制約 gi(x, ξ) ≤
0(i = 1, . . . ,m) を逸脱する度合を表す g+i (x, ξ)を次のように定義する.

g+i (x, ξ) =

{
0, gi(x, ξ) < 0 が成立する場合
gi(x, ξ), それ以外の場合

このとき, ξが得られた段階での 2段階変数 (second stage variable) または, 制約が侵され
たことに対するリコース変数 (recourse variable) yi(ξ)(i = 1, . . . ,m)を各制約について考え
ることができる. yi(ξ)は制約が侵されたことに対する補償として, g+i (x, ξ)− yi(ξ) ≤ 0と
なるように選ばれる. このように, 新たな変数を加えて制約の充足を図ることは, 余分な費
用増加をもたらすものである. その制約の単位逸脱量あたりの罰金を qiとすると, 次のリ
コース費用 (recourse cost) Q(x, ξ)が定義できる. また, リコース費用Q(x, ξ)は第 1段階
の決定が xであり, 確率変数の値が ξである場合のリコース関数 (recourse function) とも
よばれる. このQ(x, ξ)を求める問題をリコース問題 (recourse problem) あるいは 2段階問
題 (two-stage problem) とよぶ.

(リコース問題)

Q(x, ξ) = miny(ξ)

{
m∑
i=1

qiyi(ξ) | yi(ξ) ≥ g+i (x, ξ), i = 1, . . . ,m

}
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問題 (SP)に元から含まれる変数xを 1段階変数 (first stage variable), 2段階変数 y(ξ)を含
まない実行可能解集合X を 1段階実行可能解集合 (first stage feasible set) とよぶ. 1段階
変数 xは ξを観測する前に決定され, ξを観測した後に 2段階変数 y(ξ)を決定するという
ことに注意されたい.
問題 (SP)および (リコース問題)の両者を考えると, 総費用 f0(x, ξ)は, ξが得られる前に
決定 xを行った 1段階費用 (first stage cost) g0(x, ξ)と, リコース費用Q(x, ξ)との総和と
なる.

f0(x, ξ) = g0(x, ξ) +Q(x, ξ)

また, リコース問題の代わりに, 一般化された次の線形リコース問題を考えることができる.
ここでは, y(ξ)を n次元の 2段階変数ベクトルと定義し, y(ξ) ∈ Rnは Y ⊂ Rn (ただし Y
は {y | y ≥ 0}のような多面体)に制限されるものとする. W を任意のm × n定数行列と
する. この行列W をリコース行列 (recourse matrix) とよぶ.

(線形リコース問題)

Q(x, ξ) = miny(ξ){q⊤y(ξ) | Wy(ξ) ≥ g+(x, ξ),y(ξ) ∈ Y }

この線形リコース問題で n = mのとき, W = I(m×m単位行列)とすると, 前述のリコー
ス問題が得られる. たとえば, m品種の生産計画問題を考えるとき, gi(x, ξ) は品種 iの不
足量 (需要量–供給量)を表すと考えることができる. そのとき, g+i (x, ξ) > 0は品種 iの供
給不足を表す. したがってリコース問題は, 供給不足が起きた時点での 2段階問題または緊
急購入費用を最小化する計画問題と解釈できる. 意思決定者としては, 全費用 (生産費用と
緊急購入費用の和) の期待値を最小化することを求めればよく, その問題が等価確定問題と
なる. この線形リコース問題から, 次の一般化されたリコース問題へと一般化することがで
きる. 次に, q̂(y(ξ)), Hi(y(ξ))をRn̄ → Rの関数と定義する.

(一般化されたリコース問題)

Q(x, ξ) = miny(ξ){q̂(y(ξ)) | Hi(y(ξ)) ≥ g+
i (x, ξ),y(ξ) ∈ Y, i = 1, . . . ,m}

一般化されたリコース問題を導入し, また目的関数として f0(x, ξ̃)の期待値を考えること
により, 次のリコースを有する確率計画問題 (SPR) が (SP)の等価確定問題 (deterministic
eqivalent) として定義できる.

(リコースを有する確率計画問題 SPR)

minx∈X Eξ̃[f0(x, ξ̃)]

subject to f0(x, ξ) = g0(x, ξ) +Q(x, ξ), ξ ∈ Ξ

Q(x, ξ) = miny(ξ){q̂(y(ξ)) | H(y(ξ)) ≥ g+(x, ξ),y(ξ) ∈ Y },
ξ ∈ Ξ

この問題は, 第??章の多段階確率計画問題 (multistage stochastic programming) へ拡張で
きる.
実用上重要なのが, 次の確率的線形計画問題 (SLP)における等価確定問題 (SLPR)であ
る. 問題 (SP)の場合と同様に, 確率変数 ξ̃のすべてのとりうる値に対して, “制約条件”を
常に満足し, 目的関数を “最小化”する解 xが存在しない場合があるため, 問題 (SLP)は明
確に定義されたものであるとはいえない.

(確率的線形計画問題 SLP)

“最小化” c⊤x

“制約条件” Ax = b

T (ξ̃)x = h(ξ̃)

x ≥ 0
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問題 (SLP)においては, n次元ベクトル c, m0 × n次元行列Aおよびm0次元ベクトル bは
確定的で与えられており, m1 × n次元行列 T (ξ̃) とm1次元ベクトル h(ξ̃)は確率変数 ξ̃に
従うものとする. これは, 問題 (SP)の制約で

X = {x ∈ Rn | Ax = b,x ≥ 0}, g(x, ξ̃) =

(
T (ξ̃)

−T (ξ̃)

)
x+

(
−h(ξ̃)

h(ξ̃)

)
としたものに相当する. (SLP)に対し, リコース問題を導入することによって等価確定問題
を定義する.

(リコースを有する確率的線形計画問題 SLPR)

min Eξ̃[c
⊤x+Q(x, ξ̃)]

subject to Ax = b

x ≥ 0

Q(x, ξ) = min{q⊤y(ξ) | Wy(ξ) = h(ξ)− T (ξ)x,y(ξ) ≥ 0},
ξ ∈ Ξ

特に, m1 × nリコース行列W が

{z | z = Wy(ξ),y(ξ) ≥ 0} = Rm1

を満たすとき, 問題は完全リコース (complete recourse) という性質をもつと定義し, W を
完全リコース行列 (complete recourse matrix) とよぶ. これは, 第 1段階での決定 xが何で
あろうと, また確率変数ベクトル ξ̃ の実現値 ξが何であろうと, (SLPR)におけるリコース
問題

(SLPRにおけるリコース問題)

Q(x, ξ) = min{q⊤y(ξ) | Wy(ξ) = h(ξ)− T (ξ)x,y(ξ) ≥ 0}
が実行可能であることを表す. 完全リコースの特別な例は, 単純リコース (simple recourse)
であり, m1 × 2m1行列W が次のm1次単位行列 Iから構成されるものである.

W = (I,−I)

すると, 問題 (SLPR)におけるリコース問題は次のようになり, リコース変数 y+(ξ)および
y−(ξ) によって, 確率変数を含む制約に対する侵害を補償する.

(SLPRにおけるリコース問題: 単純リコース性を有する場合)

Q(x, ξ)

= min{(q+)⊤y+(ξ) + (q−)⊤y−(ξ) | y+(ξ)− y−(ξ) = h(ξ)− T (ξ)x,

y+(ξ) ≥ 0,y−(ξ) ≥ 0}

確率計画問題 (SP)とその特殊ケースである (SLP) に対して, リコースを有する等価な確
定問題 (SPR)と (SLPR)を導いた. これらの等価確定問題を一般化すると, (SP)の等価確
定問題 (DESP)は以下の形に書くことができる.

(確率計画問題 SPに対する等価確定問題DESP)

min Eξ̃[f0(x, ξ̃)]

subject to Eξ̃[fi(x, ξ̃)] ≤ 0, i = 1, . . . , s

Eξ̃[fi(x, ξ̃)] = 0, i = s+ 1, . . . , m̄

x ∈ X ⊂ Rn

たとえば問題 (SLPR)においては, f0(x, ξ̃) = c⊤x+Q(x, ξ̃), fi(x, ξ̃) = −xi(i = 1, . . . , n(=

s)), (fs+1(x, ξ̃), . . . , fm̄(x, ξ̃))
⊤ = Ax− b (m̄ = m+ s)とすればよい (Wets [24]). 等価確定

問題の導出に関しては, Wets [23, 24]を参考にした. また,問題 (SLPR)の定式化は, Dantzig
[7], Beale [2]による.
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図 1: リコースを有する確率計画問題の導出での各問題の関係

3.2 確率的制約条件問題

リコースを有する確率計画問題とは別の等価確定問題として, 確率的制約条件問題 を定
義することができる. 確率的制約条件問題においては, ある確率レベル (充足水準)で制約条
件が満たされればよいとする確率的制約条件 (chance constraint) を含む. この問題を導出
するための等価確定問題は, 問題 (DESP)に含まれる形で表現される. ある定数 α ∈ [0, 1]
が与えられたとき, 問題 (SP)のすべての制約に対する利得関数 (payoff function) φ(x, ξ)を
次のように定める.

φ(x, ξ) =

{
1− α, gi(x, ξ) < 0(i = 1, . . . ,m)が成立する場合
−α, それ以外の場合

利得関数は次のように解釈できる. 確率変数の実現値 ξに対し, 決定 xが実行不可能であれ
ば損失 αを生じ, 実行可能であれば収益 1− αを得る. 意思決定者は, 平均的に損失を出さ
ないような決定 xを行いたいと考える. 確率変数 ξ̃の分布関数 (distribution function) を
F (ξ) = P (ξ̃ ≤ ξ)とする. 利得関数の期待値 (expected value) は 0以上になることが望まし
いため, 次のようになる.

Eξ̃[φ(x, ξ̃)] =

∫
ξ∈Ξ

φ(x, ξ)dF (ξ) ≥ 0

そして, f0(x, ξ) = g0(x, ξ), f1(x, ξ) =－φ(x, ξ)とすると,

f0(x, ξ) = g0(x, ξ)

f1(x, ξ) =

{
α− 1 gi(x, ξ) < 0(i = 1, . . . ,m)が成立する場合
α それ以外の場合,

であり, 次の不等式が成り立つ.

Eξ̃[f1(x, ξ̃)] = −Eξ̃[φ(x, ξ̃)] ≤ 0
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そこで g(x, ξ) = (g1(x, ξ), . . . , gm(x, ξ))
⊤ とすると, Eξ̃[f1(x, ξ̃)] は次のようになる.

Eξ̃[f1(x, ξ̃)] =
∫
Ξ
f1(x, ξ)dP

=
∫
g(x,ξ)≤0

(α− 1)dP +
∫
g(x,ξ)≤/0 αdP

= (α− 1)P ({ξ | g(x, ξ) ≤ 0}) + αP ({ξ | g(x, ξ) ≤/0})
= α [P ({ξ | g(x, ξ) ≤ 0}) + P ({ξ | g(x, ξ) ≤/0})]︸ ︷︷ ︸

=1

−P ({ξ | g(x, ξ) ≤ 0})

したがって, 制約Eξ̃[f1(x, ξ̃)] ≤ 0 は P ({ξ | g(x, ξ) ≤ 0}) ≥ αと等価になる. 確率論の基
本的な内容は, ??節を参照されたい.
これまでの議論によって, 問題 (DESP)は次の確率的制約条件問題 (CCP)の形式になる.
問題 (CCP)は, リコースを有する確率計画問題同様に, 問題 (SP)に対する等価確定問題の
一つであり, 確率的な制約を有する問題 (probabilistically constrained program) とよばれ
ることもある.

(確率的制約条件問題 CCP)

minx∈X Eξ̃[g0(x, ξ̃)]

subject to P ({ξ | g(x, ξ) ≤ 0}) ≥ α

問題 (CCP)は, 同時に複数の制約が満たされる確率を制約条件として有するため, 同時確
率的制約条件問題 (joint chance constrained program) ともよばれる.
また, 上で定めた f0(x, ξ), fi(x, ξ)の代わりに, 定数 αi ∈ [0, 1](i = 1, . . . ,m)が与えられ
たとき, 個別に各制約について利得関数を定義すると, 次のようになる.

f0(x, ξ) = g0(x, ξ)

fi(x, ξ) =

{
αi − 1, gi(x, ξ) < 0となる場合
αi, それ以外の場合

}
, i = 1, . . . ,m

同様に問題 (DESP)から,個別確率的制約条件問題 (stochastic program with separate chance
constraints) が得られる.

(個別確率的制約条件問題 SCCP)

minx∈X Eξ̃[g0(x, ξ̃)]

subject to P ({ξ | gi(x, ξ) ≤ 0}) ≥ αi, i = 1, . . . ,m

これらの定式化は, Charnes–Cooper [5], Charnes–Cooper–Symonds [6]等に由来する.

4 情報の価値と確率計画問題の解との関係
リコースを有する確率的線形計画問題 (SLPR)において, 確率変数ベクトル ξ̃が特定の値

ξ̃ = ξに固定される場合について考える.

(SLPR(ξ))

z(x, ξ) = min c⊤x+Q(x, ξ)

subject to Ax = b

x ≥ 0

Q(x, ξ) = min{q⊤y | Wy = h(ξ)− T (ξ)x,y ≥ 0}
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図 2: 確率的制約条件問題の導出での各問題の関係

本節では, 待機決定 アプローチの解と, 即時決定 アプローチの解との関係について考える.
問題 (SLPR)は, 即時決定アプローチによる (SLP)の等価確定問題であることはすでに述べ
た. 待機決定アプローチとして, 問題 (SLPR(ξ))をすべての ξ ∈ Ξについて解き, その目的
関数値の期待値を求めるものと定める. 待機決定アプローチの最適目的関数値をWS, 即時
決定アプローチの最適目的関数値をRP とする. x̂(ξ̃), x∗ をそれぞれ, (SLPR(ξ)), (SLPR)

の最適解とする. WSは (SLPR(ξ))の最適目的関数値の ξ̃に関する期待値と等しく, RP は
リコースを有する確率的線形計画問題 (SLPR)の最適値と等しい. また, 待機決定アプロー
チにおいては, 即時決定アプローチとは異なり, 第 1段階決定変数も ξ̃ がとりうる値に応じ
て変動することに注意されたい.

WS = Eξ̃[minxz(x, ξ̃)] = Eξ̃[z(x̂(ξ̃), ξ̃)]

RP = minxEξ̃[z(x, ξ̃)] = Eξ̃[z(x
∗, ξ̃)]

完全情報の期待値EV PI(expected value of perfect information) とは, 意思決定者が, 将来
起こりうる事象に関する完全な情報を得ることができると仮定するとき, その情報を得る
ために払う費用の期待値を表す. EV PIは次のように定義される.

EV PI = RP −WS

また, 待機決定や即時決定以外にも, 単純に確率変数ベクトル ξ̃をその平均値 ξ̄で置き換え
た問題を解くというアプローチも考えられる. その問題 (SLPR(ξ̄))の最適解と最適目的関
数値をそれぞれ, x̄(ξ̄), EV とする.

EV = minxz(x, ξ̄) = z(x̄(ξ̄), ξ̄)

この解を用いた (SLPR)の目的関数値をEEV とする.

EEV = Eξ̃[z(x̄(ξ̄), ξ̃)]

すると, 確率計画問題の解の価値 V SS(value of stochastic solution) は次のように定義さ
れる.

V SS = EEV −RP

WS,RP,EEV には次の関係がある.

定理 1. WS ≤ RP ≤ EEV
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証明 問題 (SLPR(ξ))を考えると,

z(x̂(ξ), ξ) ≤ z(x∗, ξ)

の関係が成り立つため, この両辺の期待値をとることにより, WS ≤ RP となる. また, 問
題 (SLPR)を考えると, x̄(ξ̄)は (SLPR)の最適解ではないため, RP ≤ EEV となる.
これより, 0 ≤ EV PI, 0 ≤ V SSが直ちに導かれる. また, EV とWSとの関係は (SLPR)
において, T が定数行列 T ≡ T (ξ)であるならば, 次のようになる.

定理 2. EV ≤ WS

証明 Jensenの不等式 (定理??)より, ξ̃の凸関数 f(ξ̃)について, Eξ̃[f(ξ̃)] ≥ f(Eξ̃[ξ̃])とな
る. ここで, f(ξ) = minxz(x, ξ)がξの凸関数であることを示せばよい. 次の問題 (SLPR(ξ)’)
を考える.

(SLPR(ξ)’)

min c⊤x+ q⊤y

subject to Ax = b

Wy = h(ξ)− T (ξ)x

x ≥ 0,y ≥ 0

問題 (SLPR(ξ))の最適解は, (SLPR(ξ)’)の実行可能解であるため, 問題 (SLPR(ξ))の最適
目的関数値 ≥ (SLPR(ξ)’)の最適目的関数値という関係がある. 逆に問題 (SLPR(ξ)’)の目的
関数は, 明らかに (SLPR(ξ))の上界であるため, (SLPR(ξ))と (SLPR(ξ)’)の最適目的関数
値は一致する. よって問題 (SLPR(ξ))と等価な問題 (SLPR(ξ)’)の双対問題 (dual problem)
を考える (付録??節).

f(ξ) = minxz(x, ξ)

= maxσ,π{σ⊤b+ π⊤h(ξ)|σ⊤A+ π⊤T ≤ c⊤,π⊤W ≤ q⊤}

この双対問題の制約は ξによらないため, f(ξ)のエピグラフ (epigraph) は全ての実行可能
な (σ,π)に対する線形関数σ⊤b+π⊤h(ξ) のエピグラフの共通部分すなわち半空間の共通
部分であり凸集合となる. よって f(ξ)は凸関数となる (付録??節).
本節の内容は, Birge–Louveaux [4]に基づく. 待機決定アプローチと即時決定アプローチと
の関係については, Avriel–Williams [1] に示されている.
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