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シラバス参照[2017年度／オペレーションズリサーチＡ／今泉　淳／椎名　孝之]

開講年度 2017年度 開講箇所 大学院創造理工学研究科

科目名 オペレーションズリサーチＡ

担当教員 今泉　淳／椎名　孝之

学期曜日時限 春学期  01:金３時限

科目区分 講義 配当年次 １年以上 単位数 2

使用教室   キャンパス 西早稲田（旧大久保）

科目キー 5201031056 科目クラスコード 01

授業で使用する言語 日本語

  コース・コード MGTX66ZL

大分野名称 経営工学

中分野名称 経営工学

小分野名称 数理工学（含OR，確率・統計）

レベル 修士レベル 授業形態 講義

授業概要 この講義では、「基礎OR」・「OR演習」で学んだ知識をもとに、線形計画法の解法とモデル化に関する中級的内容と組合せ最適化の理論と応
用に関する入門的な内容を取り扱う。　具体的には、線形計画法（ＬＰ）の初歩的知識を前提として、線形計画問題に対する改訂単体法、双
対単体法、列生成法等といった単体法の拡張形、双対性、目標計画、確率計画等の線形計画問題の拡張形を扱う。また、ナップザック問
題、カッティングストック問題、集合被覆／分割問題、巡回セールスマン問題やスケジューリング、あるいはネットワークフローなどの組合せ最適化と
整数計画問題を取り上げ、主として確定的最適化の諸モデルと解法を、応用例を交えて解説する。なお、時間の許す範囲で、生産システムな
ど経営システム工学の関連分野でよく扱う最適化問題についても論ずる。

授業の到達目標 改訂単体法を中心とする線形計画法の数式に基づく理解
双対性の理解
AMPLによる定型的数理計画問題の定式化と実装，求解
組み合わせ最適化の定式化の習得
代表的な組み合わせ最適化問題とその解法の理解

事前・事後学習の内容 予習として、事前配布するの事前読了を求めます。各回の予習には90分～120分かかると想定されます。事後学習として、講義内容に関連す
る課題を解くことが求められます。課題を完了するには90分～120分かかると想定されます。

授業計画 1. 線形計画法（単体法）の復習　（椎名）
2. 単体表のやや詳しい見方，行列表現の基礎 （椎名）
3. 行列表示による単体法 （椎名）
4. 改訂単体法 （椎名）
5. 双対理論 （椎名）
6. 分枝限定法 （椎名）
7. ネットワーク最適化 （椎名）
8. 典型的組合せ最適化問題（その1）　（今泉）
9. 典型的組合せ最適化問題（その2）　（今泉）
10. 定式化、インディケータ変数の使用（その1）　（今泉）
11. 定式化、インディケータ変数の使用（その2）　（今泉）
12. ロットサイズ決定問題　（今泉）
13. 列生成法、カッティングストック問題　（今泉）
14. 最適化の応用　（今泉）　または　招聘講師による講演
15．理解度の確認とその解説　未定　（椎名）　教場試験を行う。

教科書 授業で使用するPowerPointのコピー、付随する資料や論文などをまとめて製本した小冊子を配布予定。

参考文献 森雅夫 ・森戸晋 ・山本芳嗣 ・鈴木久敏 著
「オペレーションズリサーチI」
A5／184ページ／1991年10月20日
ISBN978-4-254-20953-2　C3350
定価3,360円（税込）朝倉書店

刀根薫 著
「数理計画」
A5／248ページ／2007年09月20日
ISBN978-4-254-11776-9　C3341
定価4,515円（税込）朝倉書店

成績評価方法
割合 評価基準

試験: 60％ 期末試験1回のみ

レポート: 20％ レポートの提出を単位認定の前提とする

平常点評価: 20％ 授業時間内の課題を提出していることを単位認定の前提とする

備考・関連URL 配付資料をもとに講義を行います。
数理計画ソフトウェアに関する内容は、AMPLの基礎的な使い方を除いてこの科目では扱わなくなりました。
より高度な数理計画モデルの実装・演習は、「最適化・シミュレーション演習」（秋学期、金、1限）で扱います。
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1

オペレーションズリサーチA

第1回：線形計画法

2

線形計画法の基本⇒中級

• 第1回線形計画法復習
• 第2回単体法復習、行列・ベクトル表示
• 第3回改訂単体法(1)
• 第4回改訂単体法(2)
• 第5回双対理論
• 第6回分枝限定法
• 第7回ネットワーク最適化

• 「基礎OR」で学んだこと（確認）
• 単体法の計算：「単体表の構造」（復習）

• 授業サポートページ（予定)
http://shiina.mgmt.waseda.ac.jp

3

数理計画法の分類
• 数理計画法：制約条件下で目

的関数最適化

• 現実の問題（生産、エネルギー、
経営、公共政策）：目的関数お
よび制約条件に不確実要素を
伴う

• 線形計画法：歴史

• 1947年 単体法 Dantzig

• 1979年 楕円体法 Khachian

多項式時間解法，非実際的

• 1984年 内点法 Karmarkar

理論的には多項式時間解法，
実際的に効率的

線形計画法

非線形
計画法

整数計画法

確定的
数理計画法

確
率
計
画
法

確率変動を
考慮

4

線形計画問題
• 発泡酒（x1×100L）とビール（x2×100L）の生産計画
（利益最大化）

• 発泡酒利益2万円/100L, ビール3万円/100L
• 発泡酒原料（ホップ1kg/100L, 麦1kg/100L）
• ビール原料（ホップ1kg/100L, 麦2kg/100L）
• ホップは4kg，麦は6kgしか使えない
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5

標準型線形計画問題（LP）

• 非負変数 n 個 x1,..., xn≧0
• 等号制約 m 本

6

標準型最小化問題への変形

• z= 2x1 ＋3x2の最大化⇒ z= ｰ2x1 ｰ3x2 の最小化

• 非負のスラック変数x3,x4の導入（等式制約に変形）

7

基底形式への変形

• 注意点：まず等式制約に

• z（目的関数）行の変数xの項を移項

• z－（xを含む元の目的関数項）＝定数項の形に

8

基底形式と基底解

• 2個（等式制約数）の基底変数（目的関数に入らない）

• 4-2個（変数総数ｰ基底変数個数）の非基底変数

• 基底解-基底変数：x3=    ,  x4=   
• 基底解-非基底変数: x1=   ,  x2= 

4 / 103



9

基底形式

• m個の基底変数と(n-m)個の非基底変数

• 制約式の連立方程式は、基底変数に関して解けており、
基底変数は目的関数に含まれない。

• z=∑cx の形式を z+∑px =0と移項（p=－c）
• b1,...,bm≧0である場合、可能基底形式

10

LPの実行可能領域

• 凸多面集合

x1

x2

x1 +x2 ≦4

x1 +2x2 ≦6

z= ｰ2x1 ｰ3x2の等高線

• 実行可能領域が有
界な空でない集合な
らば、最適解はある
端点で与えられる

4

4

3

z減少

11

単体表

基底変数 定数項 z x1 x2 x3 x4

z 0 1 2 3 0 0
x3 4 0 1 1 1 0
x4 6 0 1 2 0 1

目的
関数
行

負の

被約費用
（単体基準）

非基底変数 基底変数

• z+2x1 +3x2=0において、 p1,p2＞0である

• x1=x2=0から非基底変数の値を増やせば、

zの値が減少する可能性がある。（非基底
変数x2を基底変数にする。）

• p1<p2なので、x2の値を0からθまで増やす

単体基準より、改善可能か判断

12

非基底変数の値を増加（基底ー非基底入れ換え）

• x2の値を0からθまで増やす（ x1を0に固定）, x2を基底変数に

基底変数 定数項 z x1 x2 x3 x4 θ
z 0 1 2 3 0 0 ―

x3 4 0 1 1 1 0 4/1

x4 6 0 1 2 0 1 6/2軸
演
算

基底変数：
x3=4, x4=6

基底変数：
x3=1, x2=3

基底変数 定数項 z x1 x2 x3 x4 θ
z （旧z行－旧2行×3/2） -9 ―

x3（旧1行－旧2行×1/2） 1
x2 （旧2行/2） 3
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13

軸演算の結果

x1

x2

x1 +x2 ≦4

x1 +2x2 ≦6

• 基底解（端点）
が移動

基底
変数

定数
項

z x1 x2 x3 x4 θ

z 0 1 2 3 0 0 ―

x3 4 0 1 1 1 0 4/1
x4 6 0 1 2 0 1 6/2
z ―

x3

x2

(x1,x2)=(0,0)

(x1,x2)
=(0,3)

3

4

4 14

最適性の判定
• 軸演算2回目

基底
変数

定数
項

z x1 x2 x3 x4 θ

z -9 1 0.5 0 0 -1.5 ―

x3 1 0 0.5 0 1 -0.5 1/0.5
x2 3 0 0.5 1 0 0.5 3/0.5
z
x1

x2

負の
被約費用
全て負
または0

• z－x3 －x4=－10において、x3=x4=0である
どの非基底変数の値を増やしても、

zの値が減少しない。 p3,p4＜0

15

軸演算の結果

x1

x2

x1 +x2 ≦4

x1 +2x2 ≦6

• 基底解（端点）
が移動

(x1,x2)=(0,0)

(x1,x2)
=(0,3)

基底
変数

定数
項

z x1 x2 x3 x4 θ

z -9 1 0.5 0 0 -1.5 ―

x3 1 0 0.5 0 1 -0.5 1/0.5
x2 3 0 0.5 1 0 0.5 3/0.5
z
x1

x2

(x1,x2)=(2,2)

4

4

3

16

別の軸演算規則（Blandの規則）
• x2ではなく x1の値を0からθまで増やす（p1,p2＞0
であるため、目的関数が改善できる）。

基底変数 定数項 z x1 x2 x3 x4 θ
z 0 1 2 3 0 0 ―

x3 4 0 1 1 1 0 4/1
x4 6 0 1 2 0 1 6/1

軸
演
算

基底変数：
x3=4, x4=6

基底変数：
x1=4, x4=2

z
x1

x4

z
x1

x2

基底変数：
x1=2, x2=2
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1

オペレーションズリサーチA
第2回 線形計画法

tshiina@waseda.jp

• 単体法の基本定理

• （2段階単体法）

• 行列・ベクトル表示

• 授業サポートページ（予定) http://www.shiina.mgmt.waseda.ac.jp/ora/

• 第3回 改訂単体法

• 第4回 改訂単体法（レポート課題）

• 第5回 双対定理

2

単体法: 軸演算

基底変数 定数項 z x1 x2 x3 x4 θ

z 0 1 2 3 0 0 ―

x3 4 0 1 1 1 0 4/1
x4 6 0 1 2 0 1 6/2

z -10 1 0 0 -1 -1
x1 2 0 1 0 2 -1
x2 2 0 0 1 -1 1

z -9 1 0.5 0 0 -1.5 ―

x3 1 0 0.5 0 1 -0.5 1/0.5
x2 3 0 0.5 1 0 0.5 3/0.5

負の被約費用
(単体基準)
全て負
または0

• z－x3 －x4=－10において、x3=x4=0であるどの非基底変数の値を増やしても、

zの値が減少しない。 p3,p4＜0

3

軸演算の結果

x1

x2

x1 +x2 ≦4

x1 +2x2 ≦6

• 基底解（端点）
が移動

(x1,x2)=(0,0)

(x1,x2)
=(0,3) (x1,x2)=(2,2)

4

4

3

4

基底形式

• m個の基底変数と(n-m)個の非基底変数

• 制約式の連立1次方程式は、基底変数に関して解けてお
り、基底変数は目的関数に含まれない。

• z=∑cx の形式を z+∑px =0と移項（p=－c）

• b1,...,bm≧0である場合、可能基底形式
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5

単体法の基本定理

6

• 単体表 z0 z p ≦0
＋

または
0

基底変数 定数項 z x1 x2 x3 x4 θ
z -10 1 0 0 -1 -1
x1 2 0 1 0 2 -1
x2 2 0 0 1 -1 1

• 目的関数

なので、どの非基底変数を0から増やしても改善
しない

7

• 単体表
z0 ＋

＋

または
0

－

または

0

0のまま

0

θに増加 0のまま
xkをθに増加
しても常に非負

• 解

は制約を満たす

基底変数 定数項 x1 x2 x3 x4

z 0 1 1 0 0
x3 0 -1 0 1 0
x4 0 0 -1 0 1

0,  s.t.          
z min

21

21





xx
xx

8

• 単体表
基底
変数

定数
項

x1 x2 x3 x4 θ

z 0 2 3 0 0 ―

x3 4 1 1 1 0 4/1

x4 6 1 2 0 1 6/2

z0 ＋ θ
＋

または

0
＋ bh/ahk

)2/6(2
)1/4(1

4

3









x
x
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9

可能基底形式が得られている

場合の単体法アルゴリズム

10

アルゴリズム

• 単体表(i)
単体基準

チェック

z0 z p ≦0かどうか
＋

または0

• 単体表(iia)
pk>0

• 単体表(iib)
軸演算

最小のθ
新たな基底解≧0

z0 ＋
＋

または0
－

または

0

z0 ＋ θ
＋

または

0
＋ bh/ahk

11

退化と巡回

• 軸演算において常にbh >0ならば、有限回の反復
後に最適解が得られるか、下に有界でないかを
判定

• bh =0の場合、単体表は退化している

• 一度使われた基底が再び出現し, 同じ基底変換
が繰り返される現象を巡回と呼ぶ. 

• 巡回を避けるためには, Blandの最小添字ルール
（定理1の(ii)でpk>0となる最小添字を選択し、
(iib)でも最小番号のhを選択）

12

行列表示：基本
• 基本的にベクトルは列ベクトル（縦）表示
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13

行列表示：基底変数、非基底変数

rank A=m
A=(B,N)
x T =(xB 

T, xN 
T)

c T =(cB 
T, cN 

T)

•基底とは･･･線形代数から
•線形空間Vにおける線形独立なベクトルの組
•任意のVの要素は基底の線形結合で表せる

•Aの線形独立なm個の列ベクトル⇒基底B
•基底変数に対応する制約行列の係数ベク
トル
•A=(B,N)=(基底行列, 非基底行列)

14

行列表示：単体表

• 基底形式だろうか？なぜ？

z         xB                                  xN

0 1 －cB
T －cN

T

b 0 B N

15

基底形式：行列表現

z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N

• 基底解 xB ＝ B-1 b, xN ＝0, 目的関数値 z = cB
TB-1 b

16

軸演算と逆行列
• 逆行列の公式
• A-1={1/(det A)}･(adj A)T ただし adj AはAの余因子行列
• 普通は使わない（行列式計算など面倒）

• 逆行列の計算：

• (B, I) に基本変形を施し(I, B-1)
• １番目の単体表→３番目の単体表（最適）
































11
12

   
10
01

10
01

   
21
11

11
12

x1 x2 x3 x4
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1

オペレーションズリサーチA
第3回 改訂単体法

• 行列・ベクトル表示、改訂単体法

• 問題がある場合tshiina@waseda.jp へ連絡

• 授業サポートページ（予定) http://www.shiina.mgmt.waseda.ac.jp/

• 第3回 改訂単体法

• 第4回 改訂単体法（レポート課題）

• 第5回 双対理論

2

行列表示：基底変数、非基底変数

rank A=m
A=(B,N)
x T =(xB 

T, xN 
T)

c T =(cB 
T, cN 

T)

•Aの線形独立なm個の列ベクトル⇒基底B
•基底変数に対応する制約行列の係数ベク
トル
•A=(B,N)=(基底行列, 非基底行列)

3

基底形式：行列表現
• 制約行列BxB＋NxN=b を基底変数xB について解く
• 目的関数から xBを消去

z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N

• 基底解 xB ＝ B-1 b, xN ＝0, 目的関数値 z = cB
TB-1 b

• z＝ cB
T xB＋cN

T xN＝ cB
T (B-1 b －B-1 NxN )＋ cN

T xN  
_ ＝ cB

TB-1 b＋ (cN
T － cB

T B-1 N) xN                     ＿
cN

T =cN
T － cB

T B-1 N ：被約費用(従来の -p = c )

• xB＋ B-1 NxN= B-1 b ⇒xB=B-1 b －B-1 NxN

cB
TB-1を単体乗数と呼び、πT= cB

TB-1と表す

4

軸演算と逆行列

• A-1=1/(det A)･(adj A)T ただし adj AはAの余
因子行列: 普通は使わない（行列式計算な
ど面倒）

• 逆行列の計算：(B, I) に基本変形を施し(I, B-1)
• １番目の単体表→３番目の単体表（最適）
































11
12

   
10
01

10
01

   
21
11

11
12

x1 x2 x3 x4
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5

逆行列の基本変形による計算

• (B, I) に基本変形を施し(I, B-1)
基底変数

z
x3

x4

定数項 Z x1 x2 x3 x4

0 1 2 3 0 0

4 0 1 1 1 0

6 0 1 2 0 1

基底変数

z
x3

x2

定数項 Z x1 x2 x3 x4

-9 1 0.5 0 0 -1.5
1 0 0.5 0 1 -0.5
3 0 0.5 1 0 0.5








 









5.0

5.0
0
1

1
0

0
1

1
0

0
1

2
1

0
1J








 
5.00
5.01J

6

逆行列の出現位置

• (B, I) に基本変形を施し(I, B-1)








  
5.00
5.011'B

基底変数

z
x3

x4

定数項 z x1 x2 x3 x4

0 1 2 3 0 0

4 0 1 1 1 0

6 0 1 2 0 1

z
x3

x2

-9 1 1/2 0 0 -3/2
1 0 1/2 0 1 -1/2

3 0 1/2 1 0 1/2

z
x1

x2

-10 1 0 0 -1 -1

2 0 1 0 2 -1
2 0 0 1 -1 1

B=I









21
11''B









20
11'B

初期基底B=I
の逆行列 B-1=I
の位置にB-1

B-1=I











 
11
121''B

7

単体法：効率化
• 単体表の軸演算を全て計算しなければならないか？

基底変数

z
x3

x4

定数項 z x1 x2 x3 x4 θ
0 1 2 3 0 0 ―

4 0 1 1 1 0 4/1
6 0 1 2 0 1 6/2

• 新たに基底変数となる候補の非基底変数を選ぶ
には、目的関数（単体基準すなわち（負の）被約
費用）行の計算が必要

• 基底から出る基底変数の選択には、新たに基底
となる列と定数項の列の計算が必要

8

単体法：1反復の計算
• 入力データA, b, c を保存して、必要となる場合、そ

の都度元データから使用（列B,Nの情報も保持）
z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N B-1ak

基底変数

z
x3

x4

定数項 z x1 x2 x3 x4

0 1 2 3 0 0

4 0 1 1 1 0
6 0 1 2 0 1

• 必要な情報：他には？ B-1

z
x3

x2

-9 1 1/2 0 0 -3/2
1 0 1/2 0 1 -1/2
3 0 1/2 1 0 1/2
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9

改訂単体法：積形式の逆行列

• (B, I) に基本変形を施し(I, B-1)
定数項 z x1 x2 x3 x4

0 1 2 3 0 0

4 0 1 1 1 0

6 0 1 2 0 1

-9 1 1/2 0 0 -3/2

1 0 1/2 0 1 -1/2

3 0 1/2 1 0 1/2

-10 1 0 0 -1 -1
2 0 1 0 2 -1
2 0 0 1 -1 1

B=I, B-1=I


























11
12111

 ,
21
11

)()( JBJBJB

B








 














5.00
5.0111

   ,
20
11

)( JBB
B

初期基底B=I
の逆行列 B-1=I
の位置にB-1








 
5.00
5.01J












11
02'J

初期基底の逆行列に軸演算行列を繰り返し掛けることによって新たな基底に対する逆行列が得られる 10

B-1に軸演算を施すと、(B’)-1

• 基底B =(a1,...,ah ,..., am)
がB’ =(a1,...,ak ,..., am)
に変わるものとする
(ただし、yk=B-1 ak)

• (B’)-1 B’Jhk B-1 = (B’)-1 B B-1 

• これよりJhk B-1 = (B’)-1

11

改訂単体法：保持すべきデータ
• 入力データA, b, c を保存して、必要となる場合、

その都度元データから使用
z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N B-1ak

• 必要な情報： B-1の計算のために、□を保持しな
がら更新

z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N B-1ak

• n >> m の場合、単体表全体を計算するよりも、
計算の手間が大幅に減少 12

改訂単体法：逆行列の更新
• 必要な情報： B-1の計算のために、□を保持しな

がら更新
z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N B-1ak

cB’
T (B’) -1 b (π’)T =cB’ 

T (B’) -1

(B’)-1b (B’) -1

↓軸演算後

• ei 第i単位ベクトルがB’に入っていな
ければ、cB’ 

T (B’) –1 ei －0= (π’)Ti 

基底
B

基底
B’

初期単体表でB＝I, cB=0
ならば, xB に対する目的
関数の係数部分に

(π’)T= cB’
T (B’) –1が現れる

そうでない場合は当該箇
所にπTを入れておけばよ
い
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13

改訂単体法：アルゴリズム

14

アルゴリズム図解
• ステップ1：p計算

• ステップ2：yk =B-1ak

• ステップ3：軸演算

z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N B-1ak

cB
TB-1 b πT =cB

T B -1

B-1b B-1

pk

yk =B-1ak

15

アルゴリズム： B –1 への軸演算

• ステップ3：軸演算前 B=(a1,...,ah ,..., am)

cB’
T (B’) -1 b (π’)T =cB’ 

T (B’) -1

(B’)-1b (B’) -1

cB
TB-1 b πT =cB

T B -1

B-1b B-1

pk

y1k
…

yhk
…

ymk

0
0
…

1
…
0

yk =B-1ak

yhk>0
軸演算

ak:基底

ah:非基底

• ステップ3：軸演算後 B’=(a1,...,ak ,..., am)

16

まとめ
• ステップ1：p 計算

• ステップ2：yk =B-1ak

z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N B-1ak

• ステップ3：軸演算前 B=(a1,...,ah ,..., am)

cB
TB-1 b πT =cB

T B -1

B-1b B-1

pk

y1k
…

yhk
…

ymk

yk =B-1ak

yhk>0
軸演算

cB’
T (B’) -1 b (π’)T =cB’ 

T (B’) -1

(B’)-1b (B’) -1

0
0
…
1
…
0

ak:基底

ah:非基底

• ステップ3：軸演算後 B’=(a1,...,ak ,..., am)
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1

オペレーションズリサーチA
第4回 改訂単体法

椎名孝之

• 授業サポートページ http://www.shiina.mgmt.waseda.ac.jp/
• 問題がある場合 tshiina@waseda.jp
• 第4回 レポート課題提示

• 第5回 双対理論

• 第6回分枝限定法

• 第7回 ネットワーク最適化

2

単体法：効率化
• 単体表の軸演算を全て計算しなければならないか？

基底変数

z
x3

x4

定数項 z x1 x2 x3 x4 θ
0 1 2 3 0 0 ―

4 0 1 1 1 0 4/1
6 0 1 2 0 1 6/2

• 新たに基底変数となる候補の非基底変数を選ぶ
には、目的関数（単体基準すなわち（負の）被約
費用）行の計算が必要

• 基底から出る基底変数の選択には、新たに基底
となる列と定数項の列の計算が必要

3

単体法：1反復の計算
• 入力データA, b, c を保存して、必要となる場合、そ

の都度元データから使用（列B,Nの情報も保持）
z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N yk=B-1ak

基底変数

z
x3

x4

定数項 z x1 x2 x3 x4

0 1 2 3 0 0

4 0 1 1 1 0
6 0 1 2 0 1

• 必要な情報：他には？ B-1

z
x3

x2

-9 1 1/2 0 0 -3/2
1 0 1/2 0 1 -1/2
3 0 1/2 1 0 1/2

4

B-1に軸演算を施すと、(B’)-1

• 基底B =(a1,...,ah ,..., am)
がB’ =(a1,...,ak ,..., am)
に変わるものとする
(ただし、yk=B-1 ak)

• (B’)-1 B’Jhk B-1 = (B’)-1 B B-1 

• これよりJhk B-1 = (B’)-1
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5

改訂単体法：保持すべきデータ
• 入力データA, b, c を保存して、必要となる場合、

その都度元データから使用
z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N B-1ak

• 必要な情報： B-1の計算のために、□を保持しな
がら更新

z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N B-1ak

• n >> m の場合、単体表全体を計算するよりも、
計算の手間が大幅に減少 6

改訂単体法：逆行列の更新
• 必要な情報： B-1の計算のために、□を保持しな

がら更新
z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N B-1ak

cB’
T (B’) -1 b (π’)T =cB’ 

T (B’) -1

(B’)-1b (B’) -1

↓軸演算後

基底
B

基底
B’

初期単体表でB＝I, cB=0
ならば, xB に対する目的
関数の係数部分に

(π’)T= cB’
T (B’) –1が現れる

そうでない場合は当該箇
所にπTを入れておけばよ
い

7

まとめ
• ステップ1：p 計算

• ステップ2：yk =B-1ak

z        xB                                  xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N B-1ak

• ステップ3：軸演算前 B=(a1,...,ah ,..., am)

cB
TB-1 b πT =cB

T B -1

B-1b B-1

pk

y1k
…

yhk
…

ymk

yk =B-1ak

yhk>0
軸演算

cB’
T (B’) -1 b (π’)T =cB’ 

T (B’) -1

(B’)-1b (B’) -1

0
0
…
1
…
0

ak:基底

ah:非基底

• ステップ3：軸演算後 B’=(a1,...,ak ,..., am)

8

演習問題

• 改訂単体法
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1

オペレーションズリサーチA
第5回 双対理論

椎名孝之

• 授業サポートページ http://www.shiina.waseda.ac.jp/
• 問題がある場合 tshiina@waseda.jp
• 第6回分枝限定法（レポート課題提示）

• 第7回ネットワーク最適化

2

標準型線形計画問題（LP）の双対問題

• 主問題：非負変数 n 個 x1,..., xn≧0
• 等式制約 m 本

• 双対問題：変数 m個 y1,..., ym

• 不等式制約 n 本

3

双対問題の導出：1

• ラグランジュ乗数ベクトルyとz≧0をAx=bと
x≧0にかけ、目的関数に組み込む

4

双対問題の導出：2

• （LR(y,z)）の変数xに符号制約はないので, 目的
関数におけるxの係数ベクトルに非0成分があれ
ば, 目的関数値は－∞に発散（下界として意味無
し）

• 目的関数におけるxの係数ベクトルを0に保って
bTy を最大化
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5

弱双対定理

• 目的関数値 cTx ≧y Tb

• 主問題：Ax=bにyTを左から掛ける

⇒ yT Ax= yT b
• 双対問題： yTA≦ cT にxを右から掛ける

⇒ yTA x ≦ cT x
• この両者より cTx ≧ yTb

6

主問題と双対定理に成り立つ関係

• 系1：x,yをそれぞれ(LP), (LP-dual)の実行
可能解とする。(LP)が無限解を持つならば, 
(LP-dual)は実行可能解を持たない。

• 系2： x’,y’をそれぞれ(LP), (LP-dual)の実
行可能解とする。cTx’ =y’ Tbならば, x’,y’は
それぞれ(LP), (LP-dual)の最適解となる。

7

双対定理

• 主問題(LP)が最適解を持つ場合, 双対問題
(LP-dual)も最適解を持ち, cTxの最小値とy Tb
の最大値は一致する。

8

双対定理の証明（方針）

• 主問題(LP)の最適基底をB,基底解をxB
*= B-1 b , 

xN 
* =0とする。

• y * T= cB
TB-1とする。

• 次の2つを示せばよい。

• 1.目的関数値は一致 cTx * =y * Tb
• 2. y *が双対問題(LP-dual)の実行可能解となる
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9

双対定理の証明（概要）

• 1.目的関数値は一致（xB
*= B-1 b , xN 

* =0,y * T= cB
TB-1)

主問題： cTx * =cB
T xB 

*＋cN
T xN 

* = cB
T B-1 b

双対問題： y * Tb =cB
T B-1 b

• 2. y *が双対問題(LP-dual)の実行可能解となる

y * TA≦ cT を示す。A=(B,N)とすると,
y * T (B,N) ≦ (cB 

T,cN 
T) より,

第1成分cB
T B-1 B≦ cB 

T は明らかに成立

第2成分cB
T B-1 N ≦ cN 

TはBの最適性より成立

pT=cB
T B-1 N － cN

T ≦0より 10

双対理論のまとめ

相補スラック定理

11

凸多面集合の性質
• 凸結合の定義

x1 x2

• 凸集合の定義

12

凸多面集合

• 超平面, 半空間の定義

• 有限個の超平面, 半空間の共通部分は凸
集合であり, 凸多面集合と呼ばれる
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13

(LP)の実行可能解集合
• （LP)の実行可能解集合は, 有限個の超平面, 半
空間の共通部分は凸多面集合であり,  凸集合で
ある。

• x1, x2 を（LP)の実行可能解とする。

• x1, x2 ∈ {x∈Rn|Ax=b, x≧0}
• x1, x2の凸結合が(LP)の実行可能解になること
を示す。

• A (λx1+(1－λ) x2 )= λA x1+(1－λ) Ax2

=λb+ (1－λ) b=b
• 非負性は明らか

14

端点（頂点）

• 端点（頂点）の定義

15

(LP)の実行可能解集合の端点
• （LP)の実行可能解集合は, 有限個の超平面, 半
空間の共通部分は凸多面集合であり,  凸集合で
ある。

16

凸関数

定義 凸関数(convex function)
凸集合S⊆Rnに対して、関数 f ：S→R1はS上の2
点x1, x2 ∈Sに対して

f (λx1 ＋(1－λ) x2)≦ λf ( x1 )＋(1－λ) f(x2)
λ∈R1，0≦λ≦1
のときS上の凸関数という

x

f(x)

x1 x2
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双対問題の解釈1：生産計画
• 製造業者：製品1（y1）と製品2（y2）の生産計画（利益wの最大化）

• 製品1の利益2万円/単位, 製品2は3万円/単位

• 製品1を1単位生産するための原料（資源1は1kg, 資源2は1kg）
• 製品2を1単位生産するための原料（資源1は1kg, 資源2は2kg）
• 資源1は4kg，資源2は6kgしか使えない

• 総合商社：資源1と資源2の買収を計画⇒買収費用zの最小化

• 資源1,2の1kgあたり価格をそれぞれ x1万円, x2万円

• 製造業者が製品を作って売る利益より、商社に資源を売ることによる収
入が大きくなければ取引が成立しない。

• 資源1を1kg＋資源2を1kg売る収入 ≧製品1を1単位作って売る利益

• 資源1を1kg＋資源2を2kg売る収入 ≧製品2を1単位作って売る利益

双対問題の図解1
• 目的関数 w=2y1+3y2 ≦ z=4x1+6x2

4

3

x1

x2

y2

y14 6 3

2

2

3/2

0,                  
62                  

4   subject to
32  max          

21

21

21

21









yy
yy

yy
yyw

0,,,                  
32                  

2   subject to
64  min          

4321

421

321

21









xxxx
xxx

xxx
xxz

双対問題の解釈2：栄養問題

• 薬品販売業者：栄養素1（y1）と栄養素2（y2）の販売計画（利益wの最大化）

• 栄養素1の販売価格y1円/mg, 栄養素2はy2 円/mg
• 栄養素1,2を直接食堂に販売するが、同じ分量の栄養素を含む食品の価格

よりも安くなければならない。

• 食品1に含まれる栄養素1＋2の価格≦食品1の価格

• 食品2に含まれる栄養素1＋2の価格≦食品2の価格

• 食堂：新メニューの計画⇒食品購入費用zの最小化

• 食品1,食品2は1個当たり50円, 100円、メニューに含まれる食品1,2の個
数をそれぞれ x1個, x2個

• 食品1は1個当たり栄養素1および2を50mg, 10mg含む

• 食品2は1個当たり栄養素1および2を50mg, 30mg含む

• メニューで栄養素1，2のそれぞれを200mg, 60mg以上摂取できるように

双対問題の図解2
• 目的関数 w =200y1+60y2 ≦ z=50x1+100x2

5

3

x1

x2

y2

y121 6

4

4

2

0,                  
1003050                  
501050   subject to

60200  max          

21

21

21

21









yy
yy
yy

yyw

0,                  
603010                  
2005050   subject to

10050  min          

21

21

21

21









xx
xx
xx

xxz
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双対問題の最適解
• 製造業者：製品1 と製品2 の生産計画（利益最大化）

• 製品1, 2の生産量 y1, y2
• 資源1は4kg，資源2は6kgしか使えない

• 最適解 y1
*=2, y2

*=2 

•最適解において、目的関数 2y1
* +3y2

* = 4x1
* +6x2

*

•資源の使用制限量(4,6) ⇒ (4+Δ,6+Δ)になると目的関数値は Δx1
* +Δx2

* 増加

•製品の価格(2,3) ⇒ (2+Δ,3+Δ)になると目的関数値は Δy1
* +Δy2

* 増加

•総合商社：資源1と資源2の買収を計画（買収費用の最小化）

•資源1,2の1kgあたり価格をそれぞれ x1万円, x2万円

•製品1,2からの利益2万, 3万（円/単位）よりも高価格で買い取る必要がある

•最適解 x1
*=1, x2

*=1, x3
*=0, x4

*=0

双対問題:感度分析
• 制約の変化 y1+y2 ≦5
• 目的関数の変化 z=5x1+6x2

4

3

x1

x2

y2

y14 6

(y1=4, y2=1)

z=12

3

2

2

3/2

w=9w=8

w=11

z=11

(x1=1, x2=1)

0,                  
62                  

5   subject to
32  max          

21

21

21

21









yy
yy

yy
yyw

0,,,                  
32                  

2   subject to
65  min          

4321

421

321

21









xxxx
xxx

xxx
xxz

w=10

5
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オペレーションズリサーチA
第6回 分枝限定法

• 授業サポートページ http://www.shiina.mgmt.waseda.ac.jp/
• 問題がある場合tshiina@waseda.jp

• 第6回 分枝限定法（レポート課題提示）

• 第7回 ネットワーク最適化

ナップサック問題（Knapsack Problem）KP

n個の品物のいくつかを容量bのナップサックに入れたい

品物 j の大きさはaj, 価値はcj⇒価値を最大に

（KP） 最大化 z＝Σn
j=1 cj xj 

制約 Σn
j=1 aj xj ≦ b

xｊ∈{0,1} , ∀j
より正確には, 0-1 KP（問題データc,a,bなどは全て正整数）

0-1 条件の無いナップサック問題はGeneral KP （GKP）.

例:  (KP) 最大化 z＝ 7 x1 ＋8 x2 ＋3 x3

制約 3 x1 ＋4 x2 ＋2 x3 ≦ 6

xj∈{0,1},  ∀ j 

ナップサック問題(KP)の緩和問題

（KP-LP）

max  Σn
j=1 cj xj

s.t. Σn
j=1 aj xj ≦ b

0≦xj ≦ 1 ,  ∀j
cj/aj ≧cj+1/aj+1, j=1,...,n-1が成り立つと仮定してよい（効

率順）

Σr-1
j=1 aj ≦b かつΣｒ

j=1 aj >b となる r が存在

緩和問題の最適解は容易に求まる（貪欲解）

xj = 1, j=1,...,r-1, xr = (b‐ Σr-1
j=1 aj )／ ar , 

xj = 0, j=r+1,...,n
緩和LP最適解は、

r=2 のとき x1=1, x2=(6-3)/4=3/4, x3=0

最大化 z＝ 7 x1 ＋8 x2 ＋3 x3

制約 3 x1 ＋4 x2 ＋2 x3 ≦ 6

xj∈{0,1},  ∀ j

0-1整数計画最適解 x1=0, x2=1, x3 =1

数理計画問題を解く解法
（アルゴリズム）
• 「定式化」された問題は、適当な解法で解き、

解を求める

• パッケージを利用して解くか、自分でプログラ
ムを書いて解く

• 解法の種類（数理計画法）

– 厳密解法（最適性を保証する解を求める解法）
→ パッケージは通常、厳密解法

– 近似解法（最適性は保証しないが、良い解を素
早く求める解法）
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組合せ最適化の解法： 列挙法

• 列挙法(enumerative algorithm)
• いかに「すべての」解を『列挙』するか

– 陽に(explicit)列挙／陰に(implicit)列挙

• バックトラック法(backtrack algorithm)
– 自分でプログラムするならこの方法が楽

– 解の列挙順序はおおむね一意に定まる

• 分枝限定法(branch and bound method)
– パッケージはおおむね分枝限定法を利用

– 解の列挙順序は解法の詳細に大きく依存

整数計画問題(IP)と
その線形緩和問題(LP)との関係

• 線形緩和問題の最適解を、四捨五入、切上げ、切
下げなどにより整数値に丸めても、対応する整数計
画問題の最適解が得られるとは限らない（実行可能
解が得られない可能性もある）

• 線形緩和計画問題の最適（目的関数）値は、常に対
応する整数計画問題（最大化問題を想定）の最適値
の上界値を与える（最小化の場合は、下界値）

• もし線形緩和問題の最適解がたまたま整数値なら
ば、その解は対応する整数計画問題の最適解でも
あり、同時に両者の最適値が一致する

LP／IPの実行可能解の集合
分枝限定法

Branch and Bound Method

• 分枝(branching) 
変数値を制限（固定）する

===> 子問題、部分問題(subproblem)
• 限定(bounding) 

最適解の所在を絞り込む
===> 限定操作(探索を続けるべきか)
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分枝限定法の基本用語

• 下界値、上界値

• 暫定（目的関数）値： これまでに見つかって
いる最良の解の目的関数値

• 暫定解： これまでに見つかっている最良解

• 分枝変数： 分枝の対象となる変数

• 分枝頂点： 分枝の対象となる頂点（子問題）

• 未分枝頂点： まだ探索が終わっていない頂
点（子問題）

上界値、下界値
upper/lower bounds

• 問題が最大化か、最小化かによって、上界
値と下界値の役割が逆転することに注意。
（ z*は元の問題の最適目的関数値）

• 最大化で考えると：
上界値： z*≦z が保証されている値 z

（ 「緩和問題」の解は、 z*の上界を与える）
下界値： z*≧ z が保証されている値 z

（任意の可能解は、 z*の下界を与える）

• 上界値(下界値)は小さい(大きい)ほどよい

緩和問題による「上界値」算出
（最大化問題を想定）

• 緩和問題（relaxation）＝
元の問題の条件を緩和した問題

• 代表的な緩和の方法
（１）整数条件を緩和

→線形緩和、連続緩和
（２）制約条件を除去

→ラグランジュ緩和

• 緩和問題は、原則として、元の問題より解
きやすくなくては困る

分枝操作（branching operation）
ある問題（「親問題」）の実行可能領域をいくつかに分割して, 
複数の「子問題（部分問題）」（subproblem）を生成する操作.

→分枝変数（branching variable） ： 分割に用いた変数

列挙木（enumeration tree）
子問題＝列挙木の頂点

限定操作（bounding operation） <最大化の場合>
ある子問題（Pk）に分枝操作を施す必要があるか否かを判定する,
具体的には, 子問題（Pk）の緩和問題（P’k）から得られる上界z’kが, 手元にある暫

定値z0より大きいか否かを判定する操作.

KP

P3

P1P2

P4

x1 ＝0 x1 ＝1

x2＝0 x2＝1

R2 R1

R
R=（KP）の可能領域
R1＝（P1）の可能領域
R2＝（P2）の可能領域
R1∪R2＝R
R1∩R2＝φ

2n
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０－１ナップサック問題に対する
分枝限定法の設計例

1)上界値の算出方法
線形緩和（LP）

2)下界値（実行可能解）の算出方法（KPは容易）
LP最適解の切り下げ

3)分枝変数の選択（どの変数で枝分かれするか？）

LP最適解で小数値をとる変数=0 問題番号を大きく（左子問題）
LP最適解で小数値をとる変数=1 問題番号を小さく（右子問題）

4)分枝頂点（分枝子問題）の選択（どの頂点から分枝するか？）

深さ（奥行）優先規則（未分枝頂点リストから最も番号の大き
いもの）

分枝限定法
（KPを想定）

変数を効率順に並べる

N←｛（KP）｝, k←0, z0← －∞

N=φ?

分枝子問題（P）∈Nを選び,  N←N－｛（P）｝

(P’)実行可能?

z’*≦z0 ?

x’* 整数解?

x’の切り下げ解x#とその目的関数値 z#

z# ＞z0

分枝変数xsを定め, （Pk+1）と（Pk+2）を生成
N←N∪｛（Pk+1）, （Pk+2）｝ ,  k←k＋2

StopYes
No

Yes    最適解 x’*, 最適値 z’*

x0← x#

z0←z#
Yes

No

No

No

xs=1   xs=0

x0← x’ *
z0←z’*

Yes

No

Yes 限定
操作

分枝
操作

分枝頂点
の選択

Nは未分枝

子問題リスト

z0は暫定値

分枝停止

分枝停止

分枝

分枝停止

子問題(P)のLP
最適値ですら、
暫定値に劣る
か？

分枝限定法設計のポイント

• 分枝頂点の選択
– 下界値（上界値）優先則

– 奥行き優先則

– 幅優先則（列挙木の中でもっとも浅い位置の未分枝頂
点）

• 分枝変数の選択
– 分枝変数の値を制限することによってなるべく目的関数

値が悪化するような変数を選択

• 分枝限定法の効率を上げるには、緩和問題から得られる情
報（最小化の場合下界値）がなるべく元問題の情報に近くな
る定式化を工夫することも重要

数値例











z
z

xxx
xxx

xxx
xxx

0

,,
,,

  s.t.

 max

 )KP(LP
                   LP-KP

10
6243

387

321

321

321

321

暫定目的関数値
の最適値の上界緩和最適値

最適解

KP

P1P2

P3P4

02x 12 x

分枝停止整数解が得られたので
暫定目的関数値
最適解









z
xx

xx
xx
xx

0

,
  s.t.

 max

    ,     
10

623
37

31

31

31

31

られているでより良い暫定値が得
だが界値整数切り下げによる下

暫定目的関数値
の最適値の上界緩和最適値

最適解

(P2)
,         

  )P1(LP
,       

10
223

837

0

,
  s.t.

 max

31

31

31

31














z
z

xx
xx

xx
xx

01 x 11 x

分枝停止整数解が得られたので
暫定値更新暫定目的関数値

最適解
        

 
10

22
83

0

  s.t.
 max

3

3

3

3









z
x

x
x
x

停止実行不可能なので分枝

10
-12

153

3

3

3

  s.t.

 max






x
x
x
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1

オペレーションズリサーチA
第7回ネットワーク最適化

• 授業サポートページ
http://www.shiina.mgmt.waseda.ac.jp/ora/

• 質問は tshiina@waseda.jp
• 最短路問題

• 最大流問題

2

ネットワークに関する定義

• 有向グラフ G=(V, A)を考える（V：点集合、A：辺集
合）

• 各辺(i, j) ∈Aに対して辺容量hij が与えられている

• 各点i ∈Vに対してbi が与えられている（ bi >0 なら
ば需要量、 bi <0ならば供給量）

• xij は辺(i, j)上のフロー（流量）を表す

• V+(i)={k: (i,k)∈A} 点i から出る辺の終点集合

• V-(i)={k: (k,i) ∈A} 点i に接続する辺の始点集合

3

最小費用流問題

• 定式化

Aji

Vi

hx

bxx

xc

ijij

i
ik

ik
ik

ki

ij
Aji

ij











 



),( ,                 

   , subject to

 min

0
)(V)(V

),(

i

bi

V+(i)V －(i)
流量保存則

4

ネットワークの例
• 流量保存則

1

2 4

供給量10, b1=－10

接続行列

での需要量点
への流入量＝流出量点
への流入量＝流出量点

への供給量点





































































10
0
0
10

1100
1010

0101
0011

104 10,
3 ,0                         
2 ,0                      

101 ,10                     

34

24

13

12

3424

3413

2412

1312

               
  

x
x
x
x

xx
xx

xx
xx

需要量10, b4=10

3
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5

接続行列の性質
• 線形計画問題として定式化

• b,hが整数ベクトルならば最適解は必ず整数解

• 接続行列：完全単模性を持つ（任意の小行列式
が0,-1,1のどれかに等しい (totally unimodular)

• クラメルの公式：

基底解 xB=B-1b=(1/det B)(adj B)b の分母が－1ま
たは1⇒整数性

6

最短路問題（Shortest Path Problem)
• ネットワーク上の点s（始点；ソース）から点t

（終点；シンク）までの最短路

Aji

ti

tsVi

si

x

xx

xx

xx

xc

ij

iVk
ik

iVk
ki

ik
ik

ik
ki

iVk
ik

iVk
ki

ij
Aji

ij

































),( ,                 

   ,1               

},{\   ,0                

   ,1 subject to

 min

0
)()(

)(V)(V

)()(

),(

最適解はxij∈{0,1}

7

最短路問題の双対問題

Ajicijij

st



),( , subject to

 max




•任意のaについてπiをπi+a と置き換えても実行
可能⇒ 始点でπs=0と定める
•πiとは？⇒始点sから点iへの最短距離の下界
•πiをsからiへの最短距離と定めると双対問題の
実行可能解なので、双対問題を解いてもsからt
への最短距離が求められることがわかる

8

最短路問題：主問題

• 辺上の数字は辺の長さ

1

2 3

0
410

5

3 2
1

2

6

Ajix
xx
xx

xxxx
xxxx

xx
xxxxxxx

ij 








),( ,0           
1                                                                    
0  -                                                                   
0              -   -                                    
0                         -  -                           
-1                                                         --     s.t.

6232510  min

3414

3423

23211202

21141201

0201

34232114120201
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9

最短路問題：双対問題

• πj-πi≦cij
• 点j までの最短路の距離

≦

（点iまでの最短路の距離

＋(i, j) 間の距離）

10

Dijkstra（ダイクストラ）法
• ステップ1 ： π0=0, πi=∞ (i∈V－{0}),

M={1,2,...,n}, i=0
• ステップ2 ： M≠φ（空集合）でない場合(i)(ii)(iii)

を繰り返す

(i) j∈Mに対しπj >πi+cijならばπj =πi+cij , pj=i
(ii) min j∈M πj = πk となるkを求める

(iii) kをMから除く、i=k とする

•M：最短路未確定な点の集合
•集合Mから削除されると最短路確定
•pj：点 jへの最短路の直前点（終了時）

10

11

最短路問題：演習

• 辺上の数字は辺の長さ

15

4

50
20

30

11

0

1 3

2 15

10
80

ステップ1：
π0=0, πi=∞, (i∈M),  
M={1,2,3,4}
点0のみ最短路確定
i=0 よりスタート

π3= ∞

π2= ∞ π4= ∞

π0= 0

π1= ∞

12
12

15

50 20
30

0

1 3

2 415

10

80

π3= ∞

π2= ∞⇒     π4= ∞π0= 0

π1= ∞⇒    

ステップ2（1回目）：i=0, M={1,2,3,4}
(i) M={1,2,3,4}に到達する直前点を可能なら仮に i=0とする

j=1については なのでπ1=                 , p1=       .
j=2については なのでπ2=                 , p2=      .
j=3,4については、直接i=0と接続していないのでそのまま

(ii) minj∈M πj ={π1, π2, π3, π4 } = .
点k=    の最短路確定: 点 に到達する直前点が i=0となる

(iii) k=    をMから削除し、i=    より再びステップ2を行う
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13
13

15

50 20
30

0

1 3

2 415

10

80

π3= ∞⇒          

π2= ∞⇒80⇒     π4= ∞π0= 0

π1= ∞⇒50

ステップ2（2回目）：i=1, M={2,3,4}
(i) M={2,3,4}に到達する直前点を可能なら仮に i=1とする

j=2については なのでπ2=                   , p2=    .
j=3については なのでπ3=                   , p3=    .
j=4については、直接i=1と接続していないのでそのまま

(ii) minj∈M πj ={π2, π3, π4 } = .
点k=    の最短路確定: 点 に到達する直前点が i=1となる

(iii) k=     をMから削除し、i=     より再びステップ2を行う
14

14

15

50 20
30

0

1 3

2 415

10

80

π3= ∞⇒65

π2= ∞⇒80⇒70 π4= ∞⇒95π0= 0

π1= ∞⇒50

ステップ2（3回目）：i=3, M={2,4}
(i) M={2,4}に到達する直前点を可能なら仮に i=3とする

j=2については、直接i=3と接続していないのでそのまま
j=4については なのでπ4                                , p4=     .

(ii) minj∈M πj ={π2, π4 } = .
点k=    の最短路確定: に到達する直前点が i=1となる

(iii) k=     をMから削除し、i=      より再びステップ2を行う

15
15

15

50 20
30

0

1 3

2 415

10

80

π3= ∞⇒65

π2= ∞⇒80⇒70 π4= ∞⇒95⇒π0= 0

π1= ∞⇒50

ステップ2（4回目）：i=2, M={4}
(i) M={4}に到達する直前点を可能なら仮に i=2とする

j=4については なのでπ4=                    , p4=      .
(ii) minj∈M πj ={π4 } = π4
点k=       の最短路確定: に到達する直前点が i=2となる

(iii) k=        をMから削除するとMは空集合になるため、最短路
が得られた
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最大流問題（Max Flow Problem)
• 始点（ソース）sから終点（シンク）tへのフロー

vの最大化

• 辺(i,j)の容量hij

Aji

tiv

tsi

siv

hx

xx

xx

xx

v

ijij

ik
ik

ik
ki

ik
ik

ik
ki

ik
ik

ik
ki





























),( ,                 

   ,               

},{\V   ,0                

   , subject to

max   

0
)(V)(V

)(V)(V

)(V)(V
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ング法）（手続的証明：ラベリ

）（双対性＋完全単模性

弱双対性定理）（

                                     

   min max  

LP    

,

,













XjXi
ij

XjXi
ij

h
h

v

v

最大フロー最小カット定理
• 始点（ソース）s、終点（シンク）t
• s を含みtを含まない任意の点集合：X
• t を含みXに含まれない点集合：X－=V－X
• 辺集合{(i,j)| i ∈X, j ∈ X－}をカット(X, X－)
• カット容量 ∑i ∈X,  j∈X－

hij

1
2

3

5

4
6

5

7

6

5

6

4

6

X X－

カット容量10カット容量12 18

最大流問題の双対問題

は符号制約無しuw
uu

wuu

wh

jij

ts

ijji

ij
Aji

ij

Aji

  0,             

  ,1              

),( ,0 subject to

 min
),(










•始点sを含む点集合X, 終点tを含む点集合X－に対して
•ui=1, i∈X
•uj=0, j∈X－

•wij=1, i∈X, j∈X－ それ以外wij= 0
•上のように定めると双対問題の実行可能解が得られる
•全てのケースで実行可能性が確認できる

•{i ∈X, j ∈X}, {i ∈X, j ∈X－}, {i ∈X －, j ∈X},{i ∈X－, j ∈X－}
•双対問題における上の実行可能解に対する目的関数値
⇒カット容量と一致する





XjXi

ijij
Aji

ij hwh
,),(
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最大流問題：完全単模性

•双対問題の次の実行可能解に対する目的関数値は
下界と一致⇒最小カット

•ui=1, i∈X
•uj=0, j∈X－

•wij=1, i∈X, j∈X－ それ以外wij= 0

•双対問題の最適解を(u*,w*)とする
•完全単模性よりu* の各成分は1以上または0以下
•X={i ∈V: ui

* ≧1}, X－=V－X= {j ∈V: uj
* ≦0}とする

•i ∈X, j ∈X －に対してwij
* ≧ui

* －uj
*≧1

•目的関数の下界は次のように計算できる





XjXiAji

ijij
XjXiAji

ijij
Aji

ij hwhwh
,,),(,,),(),(

輸送問題ふたたび

• ある製品をm箇所の工場か
らn箇所の倉庫に最も安い
費用で輸送する

• 各工場からの供給量：
ai(i=1,...,m)

• 各倉庫の需要量：
bj(j=1,...,n)

• 工場iから倉庫jへの製品1
個あたりの輸送コストをcij

• 輸送費用を最小化する輸送
量 xij (i=1,...,m, j=1,...,n)を
求める

20

工場
供給

28

17

倉庫
需要
8

25

12

1

2

1

2

3

3
8
7

2
10
4

,...,nj,...,mi

,...,mi

,...,nj

x

ax

bx

xc

ij

n

j
iij

m

i
jij

ij

n

j
ij

m

i

1,1 ,0              

1 ,              

1 , subject to

min

1

1

11


















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制約行列の階数
• 制約行列Aについて rankA=m+n-1
• Aの初めのm本の和

• 残りのn本の和

• 次のBから最後の行

を除いてできた

(m+n-1)×(m+n-1)
型行列Bは正則

x1nの列で与因子展開
21
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
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B

問題規模の縮小

• 最後の制約を除去

22

3,...,1,2,1,0 
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目的関数

2,...,1,2,1,0 
25                                              )22(
8                                               )12(
17                                      )21(
28                                       )11(

4102783zmin  

2212

2111

232221

131211

232221131211













jix
xx

xx
xxx

xxx
xxxxxx

ij非負条件

制約条件

制約条件

制約条件

制約条件

目的関数
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改訂単体法復習
• ステップ1：p 計算

• ステップ2：yk =B-1ak

z        xB xN

cB
TB-1 b 1 0 pT=cB

T B-1 N － cN
T

B-1b 0 I B-1N B-1ak

• ステップ3：軸演算前 B=(a1,...,ah ,..., am)

cB
TB-1 b πT =cB

T B -1

B-1b B-1

pk

y1k
…

yhk
…

ymk

yk =B-1ak

yhk>0
軸演算

cB’
T (B’) -1 b (π’)T =cB’ 

T (B’) -1

(B’)-1b (B’) -1

0
0
…
1
…
0

ak:基底

ah:非基底

• ステップ3：軸演算後 B’=(a1,...,ak ,..., am)

24

輸送問題への改訂単体法応用

• ステップ1：負の被約費用 pT=cB
T B-1 N － cN

T 計算

初期基底Bの逆行列が不明でも、計算可能

Bは適当な行と列の入れ換えで下三角行列に変換可能

単体乗数 πT =cB
T B -1よりπT B =cB

Tを解く

（下三角行列：逐次代入）

• ステップ2：yk =B-1ak より新たな列を計算

実際にはByk =akよりyk を求める（逐次代入）

• ステップ3：基底から出る列の計算

xB+B-1NxN=B-1bで、列k以外は0に固定する

xB+ykxk=B-1b でxkを可能な限り大きくする

元の基底変数で0となる変数に対応する列が非基底

定理：輸送問題で全てのa,bが整数ならば基底解も整数値
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yA , yB : -
yA: A 1 0
yB: B 1 0

yA yB 2
yA yB 1
yA yB

yA = yB

{1,5,7,9,23}, , , ,= 1 + 5 + 7 + 9 + 23+ + + +

= 0,1, , 20, , , ,= + 2 + 4 + 8 + 16
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• M : i =1,…,m m
•

aj=(a1j,a2j,…,amj), aij {0,1}, j=1,…,n n
• cj

• M

•
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B-1aj

aj

=
• A, x c

A=(B,N) x (xB, xN) c (cB, cN)
•

min z cBxB cNxN

s.t. B xB N xN = b
xB 0,   xN 0

B-1B xB B-1NxN = B -1bB -1 x xB = B -1b B-1NxN

min z cx s.t. A x = b x 0

• xB B

min z (cN cB B -1 N) xN =cB B -1b
s.t. xB B -1N xN = B -1b

(xB 0,                  xN 0)

xB B

min z (cN cB B -1 N) xN =cB B -1b
s.t. xB B -1N xN = B -1b

(xB 0,                  xN 0)

xN cN cB B 1 N cN

xj cj cB B 1 Aj cj

LP

s0 11
s1

m n-m

=

B-1
1 1

=
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=
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• t

at 100 t
• t
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EOQ
• Economic order quantity
• K /1
• h /
• 1 q
• K+h{q(q
•

v(q)=K q+hq/2
• v(q) d v(q)/ dq=0
• q K h)
• t K/ h)
• v(q K h)

q

1

q

• K=200
• h=10 /
• /•q*=63.25

•v(q*)=632.5 

WW
z t=1,…,T pt(xt) htIt

It-1 xt dt It t
It 0 xt 0 t
I0 0 IT 0

pt(xt)
pt(xt) at vt xt xt 0

0 xt 0
t

xt

dt
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WW
z t=1,…,T at yt vtxt htIt
It-1 xt dt It t
xt 0 yt 1
yt t 1, 

0
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xt M yt M
It 0 xt 0 t
I0 0 IT 0
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S
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z x (1 y R1 0 1
• S Rn 2
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•
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• n (hyperplane) j

…

•
…
…

•

•
(convex polytope) (polytope)

•

(convex function)
S Rn S R1

S 2 x, y S
f x (1 y) f (x) (1 f (y)
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S

x
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x

f (x)
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1-
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f (y)

f x (1 y) f(x) (1 f(y)
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concave function
S Rn f f S
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f x (1 y) f (x) (1 f (y)
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早稲田大学 創造理工学部 経営システム工学科 オペレーションズリサーチ A

オペレーションズリサーチA
–線形計画法–第1,2回

1 単体法の基礎
線形計画法 (linear programming)はさまざまな数理計画法 (mathematical programming)
の手法の中でも, 最も実用性の高いものである. 線形 (1次)等式, 不等式条件のもとで 1次
式を最大化, もしくは最小化する問題を線形計画問題と呼び, 特に次の問題 (LP)を標準型
最小化問題と呼ぶ. 本稿では, Dantzigが提案した単体法 (simplex method)の概要を示す.
cj, aij, biは与えられた定数であり, zは目的関数を表す. 変数 xjは非負条件を有する. 問題
(LP)においては, 変数の数 nは等式制約の数mより大きいものとする.

(LP)

min z =
n∑

j=1

cjxj

subject to
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . ,m

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n

一般的な線形計画問題は, スラック変数の導入と変数の置き換えにより, 標準型の最小化問
題 (LP)に変換することができる. また標準型線形計画問題は, m本の等式制約がm個の基
底変数と呼ばれる変数について解かれており, 目的関数に基底変数が含まれないとき, 基底
形式で書かれているという.
問題 (LP)の基底形式が次のように問題 (LPb)として得られているものとする. 目的関数
を pjm+1 = −cjm+1 , . . . , pjn = −cjnとして z0 = z+ pjm+1xjm+1 + · · ·+ pjnxjnと変形している
ことに注意されたい（ただし z0は定数項である）. 問題 (LPb)において, 変数 xj1 , . . . , xjm

が基底変数であり, 残りの n−m個の変数 xjm+1 , . . . , xjnを非基底変数と呼ぶ. 基底変数は
目的関数には含まれない. 基底形式 (LPb)において, bj1 , . . . , bjm ≥ 0 であるとき, 可能基底
形式と呼ぶ.

(LPb)

min z0 = z +pjm+1xjm+1 + . . . +pjnxjn

subject to b1 = xj1 +a1jm+1xjm+1 + . . . +a1jnxjn

. . .

bm = xjm +amjm+1xjm+1 + . . . +amjnxjn

xj1 , . . . , xjm ≥ 0, xjm+1 , . . . , xjn ≥ 0

非基底変数の値を xjm+1 , . . . , xjn = 0とすると, 基底変数の値は xj1 = b1, . . . , xjm = bmとな
り, これを基底形式 (LPb)に対する基底解と呼ぶ. この場合, 目的関数の値は z = z0とな

1
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る. 可能基底形式の基底解を可能基底解と呼ぶ. 問題 (LP)を次のような単体表に表す.

基底変数 定数項 xj1 xj2 . . . xjm−1 xjm xjm+1 . . . xjn

z z0 0 0 . . . 0 0 pjm+1 . . . pjn
xj1 b1 1 0 · · · 0 0 a1jm+1 . . . a1jn
xj2 b2 0 1 · · · 0 0 a2jm+1 . . . a2jn
...

...
. . .

... . . .
...

xjm−1 bm−1 0 0 · · · 1 0 am−1,jm+1 . . . am−1,jn

xjm bm 0 0 · · · 0 1 amjm+1 . . . amjn

単体表の zが含まれる行を目的関数行, 目的関数行に含まれる pjm+1 , . . . , pjn を単体基準と
呼ぶ. 単体表において, 第 h等式制約の非基底変数 xkに対する係数が ahk ̸= 0となるとき,
ahk ̸= 0を軸とする軸演算を次のように定義する.

単体表における軸演算
(i)単体表の第 h行の各成分を ahkで割る.

(ii)単体表の第 i行 (i ̸= h)から新しい第 h行の aik倍を引いたものを新しい第
i行とする.

定理 1. 可能基底形式において, 次の (i), (ii) のいずれか一方が成り立つ. (ii)が成立する
場合はさらに (iia), (iib)のいずれか一方が成り立つ.
(i)pjl ≤ 0, l = m+ 1, . . . , nとなり, 現在の基底解が最適解となる.
(ii)ある k ∈ {jm+1, . . . , jn}において pk > 0となる.
(iia)aik ≤ 0, i = 1, . . . ,mが成り立ち, zは下に有界でない.
(iib)ある ahk > 0, h ∈ {1, . . . ,m} において, ahk を軸とする軸演算を行うと, 可能基底
形式が得られるような hが存在する. 新たな可能基底形式における目的関数の値は増加し
ない.

証明 (i)可能基底解において, pjl ≤ 0, k = m+ 1, . . . , nであれば, z = z0 −
∑n

l=m+1 pjlxjlよ
り, どの非基底変数を増加させても目的関数値は z0を下回ることはないため, 基底解は最
適解である.
(ii)ある k ∈ {jm+1, . . . , jn}において pk > 0である場合を考える. (iia) aik ≤ 0, i =

1, . . . ,mであるとき, 制約 bi = xji + aijm+1xjm+1 + . . . + aikxk + . . . + aijnxjn , i = 1, . . . ,m
を満たす解を次のように与える. xk以外の非基底変数を 0に固定して, xkを xk = θ(θ > 0)
へと増加させる. 基底変数を xji = bi − aikθ とすると, これらの解は（基底解でないが）制
約を満たす解となる. xk = θ → +∞ とすると, pk > 0より z = z0 − pkxk → −∞となる.
(iib) bh/ahk = mini∈{1,...,m}{bi/aik|aik > 0} とする. bi, i ∈ {1, . . . ,m} \ {h}に軸演算
を施し, 得られたものを b̄i とする. b̄i = bi − (bh/ahk)aik であり, aik > 0ならば b̄i =
aik{(bi/aik)− (bh/ahk)} ≥ 0 となり, aik ≤ 0ならば b̄i ≥ bi ≥ 0となるため, 新たに得られる
基底形式も可能基底形式となる. 目的関数値は, 軸演算の結果 z0 − (bh/ahk)(pk)となるが,
pk > 0であるため z0より大きくならない. �
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可能基底形式が得られている場合の単体法
ステップ 0 bi ≥ 0, i = 1, . . . ,mが満たされているものとする.

ステップ 1 pjl ≤ 0, l = m + 1, . . . , nならば終了, 現在の基底解が最適解である.

pk > 0 を満たす k ∈ {jm+1, . . . , jn}が存在する場合はステップ 2へ.

ステップ 2 pk = maxl∈{m+1,...,n}pjl とする. a1k, . . . , amk ≤ 0 ならば無限解が存
在するので終了. aik > 0となる iが存在する場合はステップ 3へ.

ステップ 3 θh = bh/ahk = mini∈{1,...,m}{bi/aik|aik > 0} とおいて ahkを軸とする
軸演算を行い, ステップ 1に戻る. 非基底変数 xkは基底変数となり,

基底変数 xjhが非基底変数となる.

定理 2. 可能基底形式の単体表から始めて定理 1(iib)の操作を繰り返すとき, 各段階におい
て bh > 0ならば, 有限回の軸演算の後に定理 1(i) または (iia)の状態に達する.

例題 1 次の線形計画問題を標準型最小化問題に変形して解く.

max z = 2x1 + 3x2

subject to x1 + x2 ≤ 4

x1 + 2x2 ≤ 6

x1, x2 ≥ 0

目的関数を z = −2x1 − 3x2の最小化問題とし, 不等式制約にスラック変数 x3, x4 ≥ 0を加
えて等式制約に変形する.

min z = −2x1 −3x2

subject to x1 +x2 +x3 = 4

x1 +2x2 +x4 = 6

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

単体表を以下に示す.

基底変数 定数項 x1 x2 x3 x4 θi

z 0 2 3 0 0

x3 4 1 1 1 0 4

x4 6 1 2 0 1 3

z -9 0.5 0 0 -1.5

x3 1 0.5 0 1 -0.5 2

x2 3 0.5 1 0 0.5 6

z -10 0 0 -1 -1

x1 2 1 0 2 -1

x2 2 0 1 -1 1

最適解は x1 = x2 = 2となる. （以上）

軸演算の時に常に bh > 0ならば, 基底変数の組合せは高々nCmであるから, 有限回の軸
演算の後に最適解が得られるか, 下に有界でないかを判定して終了する. bh = 0が生じる場
合, 単体表は退化しているという. 一度使われた基底が再び出現し, 同じ基底変換が繰り返
される現象を巡回と呼ぶ. 巡回を避けるためには, 定理 1の (ii)において, pk > 0となる最
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も小さい添字 kを選択し, (iib)においてもmini∈{1,...,m}{bi/aik|aik > 0} を満たす添字が複
数存在する場合, 最も小さい添字 hを選択すればよい. これはBlandの最小添字ルールと呼
ばれている.

2 2段階単体法
続いて,可能基底形式が与えられていない場合の解法について述べる. 問題 (LP)において,

bi ≥ 0, i = 1, . . . ,mであると仮定する. ある iにおいて bi < 0であれば, 等式の両辺に (-1)
をかけて bi ≥ 0を満たすようにすることができる. 各等式制約に人工変数xn+i, i = 1, . . . ,m
を付加した問題 (LP’)を示す.

(LP’): min z =
n∑

j=1

cjxj

subject to
n∑

j=1

aijxj + xn+i = bi, i = 1, . . . ,m

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n, xn+i ≥ 0, i = 1, . . . ,m

第 1段階として (LP’)の目的関数を, 人工変数の和 w =
∑m

i=1 xn+iの最小化とした問題
(LP-phase1)を解く. 各人工変数で軸演算を行うことにより, 可能基底形式が得られる.

(LP-phase1): min w =
m∑
i=1

xn+i

subject to
n∑

j=1

aijxj + xn+i = bi, i = 1, . . . ,m

z −
n∑

j=1

cjxj = 0

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n, xn+i ≥ 0, i = 1, . . . ,m

問題 (LP-phase1)の最適な単体表のwの行を 0 = w +
∑n+m

j=1 qjxjとする. 最適目的関数値
がw > 0となる場合, 元問題 (LP)に実行可能解は無い. 従って, w = 0となる場合を考える.
(LP-phase1)の最適解における基底変数に人工変数がまったく含まれない場合は, 最適な単
体表から人工変数の列を全て消去すれば (LP)に対する可能基底形式が得られる. w = 0と
なる場合において, 基底変数に人工変数が含まれる場合, qj < 0 に対応する列と wの行を
単体表から削除する (第 1段階の終わりに qj < 0となる xjを xj > 0とすると, w > 0とな
り矛盾）. 人工変数となる基底変数の行に元問題の変数が含まれない場合は, 制約が冗長で
あるためその行を削除する. （人工変数となる基底変数の行に元問題の変数が含まれてい
る場合は, 元問題の変数を軸とする軸演算によって可能基底形式を得ることもできる. ）
第 2段階として, (LP-phase1)を解くことによって得られた可能基底形式の線形計画問題
を解く.
例題 2 次の線形計画問題を 2段階単体法で解く.

min z = −x1 − 3x2 − 2x3

subject to x1 + x2 + x3 = 10

2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 20

3x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 30

x1, x2, x3, x4 ≥ 0
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各制約にそれぞれ人工変数 x5, x6, x7を加え, 制約に元の目的関数 z = −x1 − 3x2 − 2x3を追
加し, 目的関数を人工変数の総和w = x5 + x6 + x7とする.

min w = x5 +x6 +x7

subject to z −x1 −3x2 −2x3 = 0

x1 +x2 +x3 +x5 = 10

2x1 +x2 +3x3 −x4 +x6 = 20

3x1 +3x2 +2x3 +x4 +x7 = 30

x1, x2, x3, x4 x5 x6 x7 ≥ 0

単体表を以下に示す.

基底変数 定数項 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 θi

w 0 0 0 0 0 -1 -1 -1

z 0 1 3 2 0 0 0 0

x5 10 1 1 1 0 1 0 0

x6 20 2 1 3 -1 0 1 0

x7 30 3 3 2 1 0 0 1

これは基底形式ではないため, x5,x6,x7で軸演算を行い, 可能基底形式を得る.

基底変数 定数項 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 θi

w 60 6 5 6 0 0 0 0

z 0 1 3 2 0 0 0 0

x5 10 1 1 1 0 1 0 0 10

x6 20 2 1 3 -1 0 1 0 10

x7 30 3 3 2 1 0 0 1 10

w 0 0 -1 0 0 -6 0 0

z -10 0 2 1 0 -1 0 0

x1 10 1 1 1 0 1 0 0

x6 0 0 -1 1 -1 -2 1 0

x7 0 0 0 -1 1 -3 0 1

第 1段階が終了し, w = 0となる解が得られている. 最適解における基底変数は x1, x6, x7

であり, x6と x7が人工変数である. wの行 0 = w +
∑n+m

j=1 qjxj において, qj < 0となる
x2, x5の列を単体表から削除する.
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基底変数 定数項 x1 x3 x4 x6 x7 θi

z -10 0 1 0 0 0

x1 10 1 1 0 0 0 10

x6 0 0 1 -1 1 0 0

x7 0 0 -1 1 0 1 –

z -10 0 0 1 -1 0

x1 10 1 0 1 -1 0 10

x3 0 0 1 -1 1 0 –

x7 0 0 0 0 1 1 –

z -20 -1 0 0 0 0

x4 10 1 0 1 -1 0

x3 10 1 1 0 0 0

x7 0 0 0 0 1 1

最適解は x3 = x4 = 10, x1 = x2 = 0となる. （以上）

3 線形計画法の参考書
線形計画法の参考書として代表的なものを示す. 最小化/最大化のどちらを取り扱うかや,
単体表の記述法などは必ずしも統一されているとはいえないため, 注意されたい. 本稿は主
に [4, 6]の記述法に従った.
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早稲田大学創造理工学部 経営システム工学科 オペレーションズリサーチ A

オペレーションズリサーチA
–線形計画法–第3,4回

4 改訂単体法
標準型最小化問題 (LP)を行列表示する.

c =


c1
c2
...

cn

 , A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

 = (a1, . . . ,an), b =


b1
b2
...

bm

 , x =


x1

x2

...

xn


問題 (LP)は次のように書くことができる.

(LP)

min z = c⊤x

subject to Ax = b

x ≥ 0

m × n行列Aにおいて rankA = mとすると, Aはm次の正則な小行列Bを持ち, 行列B
を基底と呼ぶ. A = (B,N)と記し, 小行列B,N に対応する変数ベクトル xを xB,xN と分
け, 目的関数の係数ベクトル cも同様に cB, cN と分割する. このとき, 問題 (LP)は次のよ
うに行列表示を用いて, 問題 (LPm)の形式になる.

(LPm)

min z = c⊤BxB + c⊤NxN

subject to BxB +NxN = b

xB,xN ≥ 0

初期基底 B に対応して, 基底変数, 非基底変数の添字集合をそれぞれ, S = {1, . . . ,m},
T = {m + 1, . . . , n}とする. すなわち x⊤ = (x⊤

B,x
⊤
N) = (x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn) と定め

る. 問題 (LPm)を次のように単体表の形で示す.

z xB xN

0 1 −c⊤B −c⊤N

b 0 B N

この単体表は基底形式ではない. 基底形式においては, 基底変数xBに対する制約の係数行
列が I(単位行列)で, 目的関数の係数が 0でなければならない. そのために次の変形を行う.
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基底Bの逆行列B−1を制約行列BxB +NxN = bの左から掛けると

xB +B−1NxN = B−1b

となり, xB = −B−1NxN + B−1bの関係が得られる. これを目的関数に代入すると次のよ
うになる.

z = c⊤B(−B−1NxN +B−1b) + c⊤NxN

= c⊤BB
−1b+ (c⊤N − c⊤BB

−1N)xN

c̄⊤N = c⊤N − c⊤BB
−1N は被約費用 (reduced cost) と呼ばれ, z = c⊤BB

−1b+ c̄⊤NxN となる. 以
上の関係を表にすると, Bを基底とする単体表が得られる.

z xB xN

c⊤BB
−1b 1 0 c⊤BB

−1N − c⊤N

B−1b 0 I B−1N

c⊤BB
−1を単体乗数と呼び, π⊤ = c⊤BB

−1 と表す. 単体基準 pは p⊤ = c⊤BB
−1N − c⊤N である

ため, p = −c̄N となることに注意されたい. 基底解は次のようになる.

xB = B−1b ≥ 0, xN = 0

b̄ = B−1bと定義し, b̄ = B−1b ≥ 0 となるときBを可能基底と呼び, p ≤ 0を満たす可能基
底を最適基底と呼ぶ. 単体法の 1ステップを実施するために必要な情報は, 元問題の全ての
データではなく, 以下の表に示されている部分にすぎない.

z xB xN

p⊤ = c⊤BB
−1N − c⊤N

B−1b B−1ak

従って, これらの必要な情報だけを用いて計算を行えば, 計算の手間とメモリの節約となる.

基底の逆行列B−1, 目的関数値 cBB
−1b の値の計算には, 行列

(
c⊤BB

−1b π⊤ = c⊤BB
−1

B−1b B−1

)
を保持し, これを更新していく. （この行列は, 初期可能基底形式B = I, cB = 0が与えら
れたときの単体表における定数項の列および, 初期基底変数に対する目的関数行と係数の
行列から構成される. B = I, cB = 0の場合, 軸演算が進んだ段階でも, 対応する単体基準
の値が単体乗数と等しいことは次のようにわかる. 軸演算後, 初期基底 Iにおける第 i単位
ベクトル ei が基底行列から出て, 第 l非基底列となると仮定し, 新たな基底行列をB

′
, 単体

乗数をπ
′
とする. 対応する単体基準 p

′
の第 l成分は p

′

l = c⊤
B

′ (B
′
)−1ei − (cB)i = π

′
i となる.

ei が軸演算後も基底に留まる場合は, (cB)i = (cB′ )i = 0であるため, p
′
i = π

′
i = 0となる. ）

改訂単体法のアルゴリズムを以下に示す.
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改訂単体法
ステップ 0 初期可能基底Bおよびその逆行列B−1が与えられているものとする. B

の列に対応する添字集合を S, N の列に対応する添字集合を T とする.

ステップ 1 非基底変数の単体基準を p⊤ = c⊤BB
−1N − c⊤N によって求める. p ≤ 0な

らば終了, 現在の基底解が最適解である. p に正の成分が存在する場合は
ステップ 2へ.

ステップ 2 pk = maxj∈Tpjとする. yk = B−1akとし, yk ≤ 0 ならば無限解が存在す
るので終了. ykに正の成分が存在する場合はステップ 3へ.

ステップ 3 θh = b̄h/yhk = mini∈{1,...,m}{b̄i/yik|yik > 0} とおいて yhkを軸とする軸演

算を行列

(
c⊤BB

−1b π⊤ = c⊤BB
−1

B−1b B−1

)
に対して行い, ステップ 1に戻る.

非基底変数 xkは基底変数となり, 基底変数 xhが非基底変数となる.

ステップ3で軸演算を行った後,基底はB = (a1, . . . ,ah, . . . ,am)からB
′
= (a1, . . . ,ak, . . . ,am)

へと変化したものとする. すなわち, 列 ahが非基底となり, 代わりに akが基底となると仮
定する. 基底Bの下で, 単体基準 pk > 0, k ∈ T を満たす非基底列に対応する列yk = B−1ak

を選択する. ykの第 h成分 yhk > 0を軸とする軸演算行列 Jhkを次のように定義する. 行列
Jhkは第 h列のみが単位行列とは異なる.

Jhk =

第 h列

1 0 · · · −y1k/yhk · · · 0

0 1
...

. . . −yh−1,k/yhk
... 1/yhk

...

−yh+1,k/yhk
. . .

... 1 0

0 · · · −ymk/yhk · · · 0 1


軸演算行列を行列または列ベクトルの左から掛けることにより, 単体表に ahkを軸として軸
演算を行ったものと同じ結果が得られる. 実際, Jhkyk = e⊤

h (ehは第 h単位列ベクトル) と
なることが容易にわかる. 新基底B

′
の右から Jhkを掛けると次のようになる.

B
′
Jhk =

(
a1, a2, · · · , [− y1k

yhk
a1 − · · ·+ 1

yhk
ak − · · · − ymk

yhk
am], · · · , am−1, am

)
=

(
a1, a2, · · · , ah, · · · , am−1, am

)
ak = Byk = y1ka1 + . . .+ yhkah + . . .+ ymkamより

= B

B
′
Jhk = Bの左右から (B

′
)−1とB−1を掛けることにより, (B

′
)−1B

′
JhkB

−1 = (B
′
)−1BB−1

となり, まとめると JhkB
−1 = (B

′
)−1となる. すなわち, 元の基底Bの逆行列に ahkを軸と

して軸演算を施すことにより, 新たな基底B
′
の逆行列が得られることが確認できた.

改訂単体法のステップ 3 では, 行列

(
c⊤BB

−1b π⊤ = c⊤BB
−1

B−1b B−1

)
に対して, 非基底列

ak, k ∈ T に対応するベクトル yk = B−1ak の第 h成分 yhk(> 0)を軸とする軸演算を行
い, 基底B = (a1, . . . ,ah, . . . ,am)の逆行列B−1より新基底B

′
= (a1, . . . ,ak, . . . ,am)の逆

行列 (B
′
)−1を得る. 基底Bの第 h列ベクトル ah, h ∈ Sの代わりに, 新たに列 ak, k ∈ T が

新基底B
′
に入る.
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c⊤BB
−1b π⊤ = c⊤BB

−1 pk
y1k
... yhk(> 0)を軸とする軸演算を行う

B−1b B−1 yhk yk = B−1ak

...

ymk

軸演算後の結果は次のようになる.

c⊤
B

′ (B
′
)−1b (π

′
)⊤ = c⊤

B
′ (B

′
)−1 0

0
...

(B
′
)−1b (B

′
)−1 1

...

0

軸演算により, 単体乗数π⊤ = c⊤BB
−1 が (π

′
)⊤ = c⊤

B
′ (B

′
)−1 へと更新されることは, 次のよ

うに示される.

(π
′
)⊤ = c⊤BB

−1 − pk
yhk

e⊤
hB

−1 (ehは第 h単位列ベクトル, e⊤
hB

−1はB−1の第 h行を表す)

= (c⊤B − c⊤Byk − (cN)k
yhk

e⊤
h )B

−1

= ((cB)1, (cB)2, . . . , [−
y1k
ykh

(cB)1 − . . . ,+
1

ykh
(cN)k − . . . ,−ymk

ykh
(cB)m], . . . , (cB)m)B

−1

=
(
(cB)1, (cB)2, . . . , (cN)k, . . . , (cB)m

)



1 0 · · · −y1k/yhk · · · 0

0 1
...

. . . −yh−1,k/yhk
... 1/yhk

...

−yh+1,k/yhk
. . .

... 1 0

0 · · · −ymk/yhk · · · 0 1


B−1

=
(
(cB)1, (cB)2, . . . , (cN)k, . . . , (cB)m

)
JhkB

−1

= c⊤
B

′ (B
′
)−1 (JhkB

−1 = (B
′
)−1より)

目的関数値 c⊤BB
−1b, 右辺定数B−1b も軸演算によりそれぞれ, c⊤

B′ (B
′
)−1b, (B

′
)−1bとなる

ことも同様に示すことができる.
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例題 3 次の線形計画問題を改訂単体法で解く.

min z = −2x1 −3x2

subject to x1 +x2 +x3 = 4

x1 +2x2 +x4 = 6

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

(反復 1)

ステップ 0. B = B−1 =

(
1 0

0 1

)
, S = {3, 4}, T = {1, 2}, c⊤B = (0, 0), c⊤N = (−2,−3),

π⊤ = c⊤BB
−1 = (0, 0). 基底解は x⊤

B = (x3, x4) = (4, 6), x⊤
N = (x1, x2) = (0, 0)となる.

ステップ 1. p⊤ = (p1, p2) = π⊤N − c⊤N = (0, 0)

(
1 1

1 2

)
− (−2,−3) = (2, 3)

ステップ 2. pk = maxj∈Tpj = max{2, 3} = 3で対応する x2 が基底変数となる. y2 =
B−1a2 = (1, 2)⊤.
ステップ 3. θ2 = b̄2/y22 = mini∈{1,2}{b̄i/yik|yik > 0} = min{4, 3} を求め, y22を軸とする軸
演算を行い, ステップ 1に戻る. x4 = b̄2 = 6である基底変数 x4が非基底変数となる.

c⊤BB
−1b π⊤ = c⊤BB

−1 z 0 0 0 3 軸演算 z -9 0 -1.5

B−1b B−1 = x3 4 1 0 1 → x3 1 1 -0.5

x4 6 0 1 2 x2 3 0 0.5

これより新たな基底は B = (a3,a2)となり, S = {3, 2}, T = {1, 4}である. 軸演算後の

行列より, B−1 =

(
1 −0.5

0 0.5

)
, z = c⊤BB

−1b = −9, xB = (x3, x2)
⊤ = B−1b = (1, 3)⊤,

π⊤ = c⊤BB
−1 = (0,−1.5) であることがわかる.

(反復 2)

ステップ 1. p⊤ = (p1, p4) = π⊤N − c⊤N = (0,−1.5)

(
1 0

1 1

)
− (−2, 0) = (0.5,−1.5)

ステップ 2. pk = maxj∈Tpj = max{0.5,−1.5} = 0.5で対応する x1 が基底変数となる.

y1 = B−1a1 =

(
1 −0.5

0 0.5

)(
1

1

)
=

(
0.5

0.5

)
.

ステップ 3. θ1 = b̄1/y12 = mini∈{1,2}{b̄i/yik|yik > 0} = min{2, 6} を求め, y11を軸とする軸
演算を行い, ステップ 1に戻る. x3 = b̄1 = 1である基底変数 x3が非基底変数となる.

c⊤BB
−1b π⊤ = c⊤BB

−1 z -9 0 -1.5 0.5 軸演算 z -10 -1 -1

B−1b B−1 = x3 1 1 -0.5 0.5 → x1 2 2 -1

x2 3 0 0.5 0.5 x2 2 -1 1

これより新たな基底は B = (a1,a2)となり, S = {1, 2}, T = {3, 4}である. 軸演算後の

行列より, B−1 =

(
2 −1

−1 1

)
, z = c⊤BB

−1b = −10, xB = (x1, x2)
⊤ = B−1b = (2, 2)⊤,

π⊤ = c⊤BB
−1 = (−1,−1) であることがわかる.

(反復 3)

ステップ 1. p⊤ = (p3, p4) = π⊤N − c⊤N = (−1,−1)

(
1 0

0 1

)
− (0, 0) = (−1,−1)
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p ≤ 0より, 現在の基底解が最適解である.

単体表を以下にふたたび示す.

基底変数 定数項 x1 x2 x3 x4 θi

z 0 2 3 0 0

x3 4 1 1 1 0 4

x4 6 1 2 0 1 3

z -9 0.5 0 0 -1.5

x3 1 0.5 0 1 -0.5 2

x2 3 0.5 1 0 0.5 6

z -10 0 0 -1 -1

x1 2 1 0 2 -1

x2 2 0 1 -1 1

最適解はx1 = x2 = 2となる. 改訂単体法では単体表の全体でなく,一部のみを計算してい

ることがわかる. 1,2,3番目の単体表の基底行列はそれぞれB =

(
1 0

0 1

)
, B

′
=

(
1 1

0 2

)
,

B
′′
=

(
1 1

1 2

)
である. 1番目の単体表から 2番目へ移る軸演算行列は J =

(
1 −0.5

0 0.5

)

であり, 2番目の単体表から 3番目へ移る軸演算行列は J
′
=

(
2 0

−1 1

)
であることが単体

表からわかる. このとき, 次の関係が成り立つ.

B−1 = (I)−1 = I

(B
′
)−1 = JB−1 =

(
1 −0.5

0 0.5

)

(B
′′
)−1 = J

′
(B

′
)−1 = J

′
JB−1 =

(
2 0

−1 1

)(
1 −0.5

0 0.5

)
=

(
2 −1

−1 1

)

このように, 新たな基底行列の逆行列は, 初期基底行列の逆行列の左から軸演算行列を繰り
返し掛けた形になる. これを積形式の逆行列と呼ぶ. （以上）

椎名 孝之
早稲田大学 創造理工学部 経営システム工学科
〒 169-8555　東京都新宿区大久保 3-4-1
E-mail: tshiina@waseda.jp
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早稲田大学創造理工学部 経営システム工学科 オペレーションズリサーチ A

オペレーションズリサーチA
–線形計画法–第5回

5 双対問題

標準型最小化問題 (LP)に対し, ラグランジュ緩和 (Lagrangian relaxation) を行うことに

より, 双対問題の導出を行う.

(LP)

min c⊤x

subject to Ax = b

x ≥ 0

ラグランジュ乗数ベクトル y⊤ = (y1, . . . , ym) を等式制約Ax = bにかけ, 同時に非負の

ラグランジュ乗数ベクトル z⊤ = (z1, . . . , zn) ≥ 0 を不等式制約 x ≥ 0にかけて, 目的関数

に組み込むことにより, 次の問題 (LR(y, z))が得られる.

(LR(y,z)) min c⊤x+ y⊤(b− Ax)− z⊤(x− 0) = (c⊤ − y⊤A− z⊤)x+ y⊤b

問題 (LP)の実行可能解 xは, 問題 (LR(y, z))の実行可能解であるため, y⊤(Ax − b) =

0, z⊤x ≥ 0であり, 問題 (LR(y,z))の目的関数値は, 問題 (LP)の目的関数値を上回ること

はない. しかも, 問題 (LR(y, z))は問題 (LP)の制約Ax = bを取り除いているため, 問題

(LP)の緩和問題となる. よって, 次の関係が得られる.

問題 (LR(y, z))の目的関数の最適値 ≤問題 (LP)の目的関数の最適値

問題 (LR(y, z))の変数xに符号制約はないため, 目的関数におけるxの係数ベクトル (c⊤−
y⊤A− z⊤)に 1つでも非ゼロ成分があれば, 問題 (LR(y,z))の目的関数値は−∞に発散す
る. よって,この問題は緩和問題として意味をなさなくなる. そのためラグランジュ乗数の値

を c⊤−y⊤A−z⊤ = 0を満たすように制限する必要がある. このとき問題 (LR(y, z))の目的

関数は, y⊤bとなる. また, ラグランジュ乗数ベクトル zの非負性より, z⊤ = c⊤−y⊤A ≥ 0

となる. 以上より, 問題 (LP)の最適目的関数値に対する最も大きな下界を与えるラグラン

ジュ乗数 yを求めるには, 次の問題を解けばよい.

(LP-dual)
max y⊤b

subject to y⊤A ≤ c⊤

この問題は yを双対変数とする (LP)の双対問題 (LP-dual)である. 双対変数 yには符号制

約がない. ラグランジュ緩和問題 (LR(λ))の導出において, y⊤(b−Ax)でなく, y⊤(Ax−b)
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を目的関数に加えても双対問題を導出することができる. この場合最終的に次の (LP-dual’)

が得られる.

(LP-dual’)
max −y⊤b

subject to −y⊤A ≤ c⊤

(LP-dual’)において, yには符号制約は無いため, −yを改めてy と置き換えると, (LP-dual)

が得られる.

(LP)と (LP-dual)の両者を並べて再び示す.

(LP)

min c⊤x

subject to Ax = b

x ≥ 0

(LP-dual)
max y⊤b

subject to y⊤A ≤ c⊤

問題 (LP)を主問題と呼び, (LP-dual)をその双対問題と呼ぶ. また, 問題 (LP-dual)の双対

問題が問題 (LP)になることは容易に確認することができる. この 2つの問題に成り立つ関

係を示す.

定理 3 (弱双対定理). 主問題 (LP)の任意の実行可能解 xと, 双対問題 (LP-dual)の任意の

実行可能解 y に対して,

c⊤x ≥ y⊤b

が成立する.

証明 (LP)の制約Ax = bの左から y⊤を掛けると, y⊤Ax = y⊤b となり, (LP-dual)の制約

y⊤A ≤ c⊤の右から x(≥ 0)を掛けると, y⊤Ax ≤ c⊤x が得られる. よって c⊤x ≥ y⊤b が

成立する. �
定理 3より次の 2つの系を示すことができる.

系 1. 問題 (LP)が無限解を持つなら, (LP-dual)は実行可能解を持たない.

系 2. 主問題 (LP)の実行可能解 x̂と, 双対問題 (LP-dual)の実行可能解 ŷに対して,

c⊤x̂ = ŷ⊤b

が成立するならば, x̂, ŷはそれぞれ問題 (LP)と (LP-dual)の最適解である.

系 2の条件が成り立つとき, c⊤x̂ = ŷ⊤b を満たす x̂と ŷが存在することを保証する定理

を示す.

定理 4 (双対定理). 主問題 (LP)が最適解を持つ場合, 双対問題 (LP-dual)も最適解を持ち,

(LP)における c⊤xの最小値と (LP-dual)における y⊤bの最大値は一致する.

証明 (LP)が最適解を持つならば, (LP)に単体法を適用することによって最適基底解が得ら

れる. これをx∗とし,対応する基底行列をBとする. このとき, A = (B,N), x∗ =

(
xB

xN

)
,

c =

(
cB
cN

)
と分解表示する. (y∗)⊤ = c⊤BB

−1とすると, y∗は (LP-dual)の最適解となる
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ことを示す. ここで, y∗の値は (LP)の最適基底Bに対する単体乗数 π⊤ = c⊤BB
−1と等し

いということに注意されたい.

(LP)の最適基底解はx∗
B = B−1b,x∗

N = 0 であり, (LP)の目的関数値は c⊤Bx
∗
B + c⊤Nx

∗
N =

c⊤BB
−1b となる. (LP-dual)の目的関数値は (y∗)⊤b = c⊤BB

−1b であるため, (LP)の目的関

数の最小値と (LP-dual)の目的関数の最大値は一致する.

続いて, y∗ が (LP-dual)の実行可能解であることを示す. 実行可能であるための条件

(y∗)⊤A ≤ c⊤ を分解表示すると, (y∗)⊤(B,N) ≤ (c⊤B, c
⊤
N) となる. これらを成分ごとに次

のように表す.

(y∗)⊤B ≤ c⊤B

(y∗)⊤N ≤ c⊤N

(y∗)⊤ = c⊤BB
−1 であるため, (y∗)⊤B = c⊤BB

−1B = c⊤B となり, 1番目の条件は成り立つ. 実

行可能であるための 2番目の条件は, c⊤BB
−1N − c⊤N ≤ 0である. この左辺は (LP)の単体基

準 p(あるいは被約費用 c̄N の (-1)倍 p = −c̄N) p
⊤ = c⊤BB

−1N − c⊤N と等しくなる. 基底B

は (LP)の最適基底であり, p ≤ 0 が成り立つため, y∗は (LP-dual)の実行可能解である. �
系 1,2, 定理 4の結果を以下の表に示す. ただし, ○は起こり得るケース, ×は起こり得な

いケースを表す.
XXXXXXXXXXXXXX主問題

双対問題 実行可能 実行不可能
最適解あり 無限解

実行可能
最適解あり ○ × ×
無限解 × × ○

実行不可能 × ○ ○

次に, 標準型以外の線形計画問題における双対問題を考えよう. 次の問題 (LP1)を主問題

とすると, その双対問題は問題 (LP1-dual)となる. これは問題 (LP1)を標準型に変形する

ことによって示すことができる.

(LP1)

min c⊤x

subject to Ax ≥ b

x ≥ 0

(LP1-dual)

max y⊤b

subject to y⊤A ≤ c⊤

y ≥ 0

問題 (LP1-dual)にスラック変数 s ≥ 0を導入した標準型問題を (LP1’)とし, その双対問題

を (LP1-dual’)とする.

(LP1’)

min (c⊤, 0⊤)

(
x

s

)

subject to (A,−I)

(
x

s

)
= b

x, s ≥ 0

(LP1-dual’)
max y⊤b

subject to y⊤(A,−I) ≤ (c⊤, 0⊤)

(LP1-dual’)は (LP1-dual)と等しいことがわかる. 従って, (LP1)の双対問題は (LP1-dual)と

なる. (LP1’)の目的関数はsに関する項を含まないため,系2における条件c⊤x+0⊤s = y⊤b

は c⊤x = y⊤b となり, 系 2は (LP1)と (LP1-dual)においてもそのまま成立することに注

意されたい. また, (LP1)と (LP1-dual)においては, 定理 4も同様に成り立つ.
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定理 5 (相補スラック定理). 主問題 (LP1)の実行可能解xと, 双対問題 (LP1-dual)の実行

可能解 y がそれぞれ (LP1)と (LP1-dual)の最適解であるための必要十分条件は,

(c⊤ − y⊤A)x = 0

y⊤(Ax− b) = 0

が成立することである.

証明 (c⊤ − y⊤A)x = 0と y⊤(Ax − b) = 0が成り立つならば, c⊤x = y⊤bとなるため, 系

2より, xと y はそれぞれ, (LP1)と (LP1-dual)の最適解である. 逆に, xと y をそれぞれ,

(LP1)と (LP1-dual)の最適解とする. このとき, 次の不等式が成り立つ.

y⊤b ≤ y⊤Ax (y ≥ 0であるため)

≤ c⊤x

xと y の最適性から, 定理 4より y⊤b = c⊤xが成り立つため, 上の不等式は全て等号で満

たされなければならない. よって, (c⊤ − y⊤A)x = 0と y⊤(Ax− b) = 0が成り立つ. �

双対問題の意味 製造業 D社は資源 Rj, j = 1, . . . , nを所有し, これを加工して商品

Gi, i = 1, . . . ,mを生産している. 商品Giを 1単位生産するために必要な資源Rjの使用量

を aijとし, 資源Rjの利用可能量を cjとする. 商品Giを 1単位売却する場合の利益を biと

する. 商品Giの販売量を, 変数 yiと定める. このとき, D社の生産計画として, 総利益を最

大化する問題 (LP1-dual)が定式化でき, 同時にその双対問題 (LP1)を示す.

(LP1)

min c⊤x

subject to Ax ≥ b

x ≥ 0

(LP1-dual)

max y⊤b

subject to y⊤A ≤ c⊤

y ≥ 0

双対問題 (LP1)は次のように解釈できる. 総合商社 P社は D社が保有する資源 Rj, j =

1, . . . , nを購入することを計画している. 資源Rjの 1単位当たりの購入価格を変数 xjと定

める. P社がD社から資源を購入できるための条件は次のようになる. D社にとって, 商品

Giを売却することにより得られる利益よりも資源売却により得られる収入の方が高くなけ

れば, 資源売却に応じないはずである. よって
∑n

j=1 aijxj ≥ bi, i = 1, . . . ,m でなければな

らない. これは (LP1)の制約式を表す. P社の目的関数は資源の購入費用であり, これを最

小化するような資源の購入計画が (LP1)である.

(LP1)と (LP1-dual)の最適解をそれぞれ, x∗,y∗ とすると, 定理 4より, c⊤x∗ = (y∗)⊤b

が成り立つ. これより, 資源Rjの利用可能量の値が cjから cj +∆cj,∆cj > 0 へと変化した

とする. そのとき, D社の総利益は∆cjx
∗
j だけ増加する. よって, x∗

j は資源Rj の潜在価格

(シャドウ・プライス) と呼ばれる.
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6 凸多面集合の性質

x1,x2 ∈ ℜn, 0 ≤ λ ≤ 1 であるとき, λx1+(1−λ)x2 をx1とx2の凸結合という. S ⊂ ℜn

は, Sの任意の 2点 x1, x2 の凸結合を含むとき, すなわち

x1,x2 ∈ ℜn, 0 ≤ λ ≤ 1 ⇒ λx1 + (1− λ)x2 ∈ S

を満たすとき, 凸集合であるという. また, 凸集合 Sは,

x ∈ S, λ ≥ 0 ⇒ λx ∈ S

であるとき, 凸錐と呼ばれる. ある 0でないベクトル α ∈ ℜn と α0 ∈ ℜ1に対して定義され

る集合

H0 = {x ∈ ℜn|α⊤x = α0}

を超平面といい,

H− = {x ∈ ℜn|α⊤x ≥ α0}

を (超平面H0で区切られる)半空間という. 有限個の半空間と超平面の共通部分として定

義される集合は凸集合であり, 凸多面集合と呼ばれる. また有界な凸多面集合を凸多面体と

呼ぶ. 標準型線形計画問題 (LP)の実行可能解集合 {x ∈ ℜn|Ax = b,x ≥ 0} も, 容易に確

かめられるように凸集合である.

凸集合 Sの点 xは, Sに含まれる相異なる 2点 x1,x2 ∈ Sを結ぶ開線分 (x1,x2) 上の点

にならないとき, すなわち,

x = λx1 + (1− λ)x2, 0 < λ < 1 ⇒ x = x1 = x2

という関係が成り立つとき, xを Sの頂点 (端点)という.

定理 6. 標準型線形計画問題 (LP)の実行可能解集合をX = {x ∈ ℜn|Ax = b,x ≥ 0} とす
ると, 実行可能基底解はXの端点である.

証明 簡単のため rankA = mとする. rankA < m の場合も証明は同様にできる. x̂をX

の実行可能基底解であるとし, 一般性を失わずに x1, . . . , xmが基底変数であるものとする.

すなわち, x̂1 ≥ 0, . . . , x̂m ≥ 0, x̂m+1 = 0, . . . , x̂n = 0と仮定する. 行列Aの第 j列ベクトル

を ajと書くと, a1, . . . ,amは線形独立であり,

a1x̂1 + . . .+ amx̂m = b

を満たす. そこでXに属する x1,x2 と 0 < λ < 1に対して,

x̂ = λx1 + (1− λ)x2

と書けたとする, すなわち x̂が x1と x2 の凸結合で表すことができるとする. このとき, x̂

のm+ 1, . . . , n成分は 0, すなわち

0 = x̂j = λx1
j + (1− λ)x2

j , x
1
j ≥ 0, x2

j ≥ 0

5
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となるが, x1と x2のm+ 1, . . . , n成分は非負であるため,

x1
j = x2

j = 0, j = m+ 1, . . . , n

でなければならない. これとAx1 = b, Ax2 = b より, 次の関係が得られる.

a1x
1
1 + . . .+ amx

1
m = b

a1x
2
1 + . . .+ amx

2
m = b

これを辺々差し引くと, 次のようになる.

a1(x
1
1 − x2

1) + . . .+ am(x
1
m − x2

m) = b

a1, . . . ,amは線形独立であるから,

x1
1 − x2

1 = 0, . . . , x1
m − x2

m = 0

すなわち x1
j = x2

j = 0, j = 1, . . . ,mとなる. よって, x̂ = x1 = x2が示され, x̂が異なる 2点

の凸結合で示すことはできないため, 実行可能基底解 x̂はXの端点である. �
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確率計画法とその応用 †

椎名 孝之 ∗

数理計画法の適用分野は、現実社会の多種多様な場面に及ぶ。現実の数理計画問題には、目的関数および制

約条件に不確実要素を伴う場合が多い。不確実な状況下での意思決定にはリスクが含まれるため、現実システ

ムの不確実性をモデル化し、確率的変動要素を考慮した解法が必要となる。そのため、数理計画法の一手法で

ある確率計画法の紹介を行う。確率計画法は、数理計画問題に含まれるパラメータが確率変数と定義される問

題であり、不確実な状況下での最適化問題を対象とする。従来は設計、計画、運用などの問題に対して、確定的

な数理計画法が用いられてきたが、不確実な状況下での意思決定が重要である。本論文では、実問題に適用可

能な、確率計画法に基づく数理計画モデルとその効率的な解法を示す。

キーワード: 確率計画法、罰金に対する償還請求を有する確率計画問題、機会制約条件を有する確率計画問題、

多期間の確率計画問題、通信網設計、発電機起動停止問題、電力供給計画

1 はじめに

様々の分野で発生する現実の数理計画問題には、目的

関数および制約条件に不確実な要素を伴う場合が多い。

不確実な状況下での計画には、リスクが含まれる。電気

事業における電力供給計画を例にあげる。電力供給計

画は、電力需要を満たすという制約条件の下で、電力供

給コストを最小化する問題である (Wood-Wollenberg

[50])。電力需要および、電力供給に必要な燃料費など

は確定的な値ではなく、確率的な変動を含む。電力需

要が想定値より大きくなると、電力供給が満たされな

い可能性が生じ、また電力需要の想定を大きくとりす

ぎると、供給設備に余剰が生じることになる。また、

電力供給に必要な燃料費が変動する場合は、電力供給

の実行可能性には問題は生じないものの、供給コスト

の最適性が失われる可能性がある。このようなリスク

は、現実の計画においては回避されなければならない。

そのため、現実のシステムに含まれる不確実な状況

をモデル化し、確率的変動要素を考慮することが必要と

なる。このように不確実要素を直接モデルに組み入れた

最適化手法は、確率計画法 (stochastic programming)

と呼ばれている。特に電気事業においては、今後予定さ

れる電力自由化や規制緩和の進展 (Shahidehpour [26])

により、不確実な状況下での意思決定やリスク管理手

法が重要となるため、確率計画法の理論と手法のより

一層の進展が求められている。

†Applications of Stochastic Programming
Takayuki SHIINA
* 早稲田大学
Waseda University

そこで、本論文では確率計画法の基本的なモデルを

紹介し、現実問題において重要性が指摘されている次

の 3つの問題への確率計画法の応用について議論する。

• 罰金に対する償還請求を有しかつ、整数条件を含
む確率計画問題の通信網設計への応用

• 組合せ的な条件を含む、多期間の確率計画問題の
発電機起動停止問題への応用

• 同時機会制約条件を有する確率計画問題の電力供
給計画への応用

本論文は以下のように構成されている。

第 2節では確率計画法の基礎的なモデルを示し、従

来研究の問題点を示す。

第 3節では、通信網設計問題を集線装置配置問題と

して定式化する。続いて、予想される将来の通信需要

の増大に対応するために、各電気所で発生する通信量

が不確実であると仮定すると、対応する問題は整数条

件を有する確率計画問題となる。そして設備の増設費

用をペナルティであると定義すると、初期投資費用と

設備増設費用の期待値の総和を最小化する問題となり、

逐次的に目的関数を線形近似する L-shaped 法と分枝

限定法を組み合わせた手法により解を求めることがで

きる。この手法はより複雑な多期間の問題へと拡張で

きる。

第 4節では、組合せ条件を含む多期間の確率計画問

題の、発電機起動停止問題への応用を考える。電力需

要は時間とともに変動するため、発電機の時間帯毎の

運用が、供給費用の削減のために重要な問題となって

1
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いる。この問題に対しては、ラグランジュ緩和法を用

いて発電機毎に問題を分解し、各発電機のスケジュー

ルを効率的に求める手法を示す。

第 5節では、確率変数の相関を考慮した同時機会制

約条件を含む確率計画問題の電力供給計画への応用に

ついて論じる。電力供給においては、景気などによる

長期的な需要変動や、気象条件などの変化による短期

的な需要変動を想定している。供給に支障を起こすこ

とを防ぐために、供給予備力の保有を必要としている。

本節で示すモデルでは、運転計画における電力需要値

を、正規分布に従う確率変数と定義する。1日を複数に

分割した時間帯毎に需要を満たすという制約条件が満

たされる確率は、多次元の数値積分によって求められ、

非線形最適化手法と組み合わせることによって、供給

費用を最小化することができる。

最後に第 6節では、本論文の内容をまとめ今後の課

題について述べる。

2 従来の研究

2.1 確率計画法におけるアプローチ方法

本論文で取り扱う数理計画問題のパラメータの一部

は、あらかじめ与えられた確率分布に従う確率変数で

あるとする。確率計画問題のプロトタイプを次の問題

(SP)に示す。

(SP) : min g0(x, ξ̃)

subject to gi(x, ξ̃) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

x ∈ X ⊂ ℜn

ただし、X および gi(x, ξ̃) : ℜn → ℜ, i = 0, . . . ,m は

与えられているものとする。ξ̃ は台集合 Ξ (⊂ ℜN ) を

持つ確率変数ベクトルである。Ξ の部分集合の族F お
よび F に含まれる個々の事象が発生する確率 P は与

えられているものとする。すなわち確率空間 (Ξ,F , P )

が与えられているものとする。

問題 (SP)は、目的関数と制約条件に確率変数を含

んでおり、確率変数の全ての実現値に対して制約を満

たしかつ目的関数を最小化する xが存在しない可能性

があるため、明確に定義されたものであるとはいえな

い。従って等価確定問題 (deterministic equivalent) に

考え直す必要があり、そのために各種のアプローチが

採られる。

確率計画法は、1950年代の Dantzig [11]、Charnes-

Cooper [10] らの研究に起源を有する。前者は罰金に

対する償還請求を有する確率計画問題、後者は機会制

約条件を持つ確率計画問題として発展した。償還請求

を有する確率計画問題は、制約侵犯への罰金を目的関

数に導入する。機会制約条件問題は、制約が満たされ

る充足確率を設定するものである。

問題 (SP)において、次のように定める。

g0(x, ξ̃) = c⊤x (1)

X = {x ∈ ℜn|Ax = b, x ≥ 0} (2)
g1(x, ξ̃)

...

gm(x, ξ̃)

 =

(
T (ξ̃)

−T (ξ̃)

)
x+

(
−h(ξ̃)

h(ξ̃)

)
(3)

このとき、制約式 (3)および gi(x, ξ̃) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

より、次の関係が成り立つ。

T (ξ̃)x = h(ξ̃) (4)

ただし、m0 × n 次元行列 A、n 次元列ベクトル c、

m0 次元列ベクトル b は確定値として与えられており、

m1 × n 次元行列 T (ξ̃) と m1 次元ベクトル h(ξ̃) は確

率変数 ξ̃ に従うものとする。決定の流れは次のように

なる。まず、確率変数 ξ̃ の実現値 ξ を知る前に第 1段

階として変数 xを決定し、その後に ξ を観測する。こ

のとき、制約条件が侵される場合があるため、制約式

(4)の右辺に新たな変数 y(ξ)(≥ 0)を含む項Wy(ξ)を

加えて制約の充足を図る。ただし y(ξ)は n̄次元ベクト

ル、W はm1 × n̄次元行列である。付加した変数への

単位当りの罰金を qi とすると、罰金への償還請求費用

(recourse cost) Q(x, ξ) が定義でき、罰金の期待値を

含む目的関数を最小化する、償還請求を有する確率的

線形計画問題 (stochastic linear programming problem

with recourse) (SLPR) が定義できる。

(SLPR) : min Eξ̃{c⊤x+Q(x, ξ̃)}
subject to Ax = b

x ≥ 0

Q(x, ξ) = min{q⊤y(ξ) | Wy(ξ) = h(ξ)− T (ξ)x,

y(ξ) ≥ 0}

この問題は、多期間にわたる最適化を行う確率計画問題

に拡張することができる。罰金に対する償還請求を有す

るアプローチとは異なり、(SP)において制約条件の概

念を拡張し、確率 (充足水準)αiで第 i制約条件が満た

されるという個別機会制約条件 (separate chance con-

straint) または充足水準 αで同時に全ての制約条件が

満たされるとする同時機会制約条件 (joint chance con-

straint) を用いて、機会制約条件を有する確率計画問
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題 (chance constrained programming problem) (CCP)

が定義できる。

(CCP) :

minx∈X Eξ̃g0(x, ξ̃)

subject to P (gi(x, ξ̃) ≤ 0) ≥ αi, i = 1, . . . ,m

or

subject to P (gi(x, ξ̃) ≤ 0, i = 1, . . . ,m) ≥ α

確率計画法の理論的な発展に関しては、石井 [15]、

Wets [48]、Ermoliev-Wets [14]、Prékopa [24]、Birge-

Louveaux [9]、Ruszczyński-Shapiro [25]などに解説さ

れており、近年の確率計画法のアルゴリズムに関する

サーベイは Birge [7]、椎名 [39]などに示されている。

2.2 従来の数理計画モデルの問題点

通信網の設計に関しては、ネットワーク設計におけ

る集線装置配置問題 (Bertsekas-Gallager [5]、Ahuja-

Magnanti-Orlin [1])として取り扱うことができる。電

力用の通信網を効率的に設計し、最適性が保証される

効率的解法の開発が望まれており、Pirkul-Gupta [22]

は、ラグランジュ緩和法を用いた近似解法を示した。し

かし、現実には将来の通信需要の増大に対応したネット

ワーク設計が求められている。将来の通信量の不確実

性を考慮すると、集線装置配置問題は、罰金に対する償

還請求を有する確率的整数計画問題となる。整数条件

を持たない場合、償還請求を有する確率計画問題に対し

て、Benders [3]の分解法を応用した L-shaped法 (Van

Slyke-Wets [47])による解法が知られている。連続変数

のみを持つ問題に対するL-shaped法に対して、整数制

約などを持つ離散的な確率計画問題は、取り扱いは困

難である。Wollmer [49]は陰的列挙法とL-shaped法と

を組み合わせた解法を示した。Louveaux-Peeters [20]

では、双対下降法による近似解法が示された。厳密解

法としては、Laporte-Louveaux [16]では分枝カット法

の枠組に L-shaped法を含めた解法が示され、Laporte

et al.[17]では、施設配置問題への応用が示されている

が、大規模な問題への適用はなされていない。第 3節

では、罰金に対する償還請求を有する確率的整数計画

問題に対し、L-shaped法と分枝限定法を加えた解法の

枠組を示す (椎名 [38])。さらに、集線装置配置問題は、

多期間のネットワークへの投資を考慮することにより、

多期間の確率計画モデル (Shiina[29])へと拡張するこ

とが可能である。

多期間の確率計画問題の解法としては、罰金を

線形関数とした Birge [6]、 Birge-Donohue-Holmes-

Svintsitski [8]、凸 2次関数の罰金を取り扱った Lou-

veaux [18] などがあるが、複雑な組合せ的条件を考慮

することは困難である。特に、期間数が多い場合は、

L-shaped法のような線形近似法は効率的ではない。そ

のため、ラグランジュ緩和法 (Bertsekas [4])に基づく

解法を開発し、発電機起動停止問題 (unit commitment

problem)への応用を考える。発電機の起動停止問題は、

時間帯毎に与えられた電力需要を満たすように、各発

電機の起動停止スケジュールおよび発電量を求めるス

ケジューリング問題である。従来は電力需要を確定値で

与えたモデル (Muckstadt-Koenig [21]、 Bard [2]) が

用いられていたが、電力需要の変動を考慮したモデル

(Takriti-Birge-Long [45]、 Takriti-Birge [44]) が開発

された。これらの確率計画モデルでは、起動停止に関

わる 0-1変数はシナリオ毎に変動するものであったが、

システムの起動停止に必要なリードタイムを考慮して

いないため、実際的でない。第 4節では、これらのモ

デルを改良して現実のシステムの運用を反映させ、か

つ電力需要の不確実性を考慮した新たな確率計画モデ

ル (椎名 [40])を示す。

機会制約条件を満たす実行可能解の集合が凸集合と

なる条件は、Prékopa[23]によって示された。しかし、

同時機会制約条件は一般的に多次元の数値積分を含む

かまたは、非線形性の高い制約となるため、最適化計

算において取り扱いが容易ではない。第 5節では、同時

機会制約条件を電力供給計画に導入する。従来の電力

供給計画は、あらかじめ想定需要を超えて供給力を保

持するように予備率を与えた線形計画モデル (Delson-

Shahidehpour [12]) などが用いられてきた。電力需要

に影響を与える天候、気温などの急変などにも対応す

るために、確率変動要素をモデルに組み入れることが

不可欠である。機会制約条件は、電力供給が満たされ

る条件として、電力供給計画に応用することができ、

数値積分と非線形計画法に基づく解法 (Shiina[27])を

示す。

3 罰金に対する償還請求を有する確

率計画問題

3.1 通信網設計の背景と目的

電気事業において通信網は、電力系統の保護・制御、

設備運転の自動化などを目的に発展し、本店、支店、営

業所などの事業所と、発電所、変電所などの電気所を相

互に結ぶ伝送システムと、事業所、電気所に設置される

集線装置より構成される (田村 [46])。集線装置は、キャ
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リヤリレーなどの系統保護装置、監視・テレメータなど

の情報の入出力装置からなる。通信網の設計は、集線

装置配置問題として定式化され、Shiina [28]は、切除

平面法と分枝限定法とを組み合わせた最適解法アルゴ

リズム (Fractional Cutting Plane Algorithm/Branch

& Bound (FCPA/B&B)) を開発し、数値実験により

この解法の有効性を示した。図 1に電気所数が 100、集

線装置設置候補地数が 40 の問題に対する最適通信網

の例を示す。

ÿ ÿ ÿ

ÿÿÿÿÿÿÿÿÿ

図 1: 最適通信網の例

しかし、電力用通信網においては、電力系統の保護、

制御の高度化、自動化の進展によって、通信量が増大

することが予想され、将来の通信量の不確実性を考慮

することが不可欠であるため、将来における規模の拡

張性をもった通信網設計計画が求められている。

3.2 将来の通信量の不確実性を考慮した集
線装置配置問題の定式化

無向グラフ G = (V,A)によって、通信網をモデル

化した。点集合 V は、あらかじめ地理的な位置が与え

られている電気所の集合 J、集線装置を設置する候補

地の集合 I から構成される。辺集合 A は 2点間の接

続リンクを示す。各電気所は何れかの集線装置に接続

しなければならない。この時、集線装置の処理能力が、

それに接続する各電気所からの通信量の和を下回って

はいけない。全ての電気所を集線装置に接続し、集線

装置の設置場所を選定し総設置費用最小のネットワー

クを設計する。椎名 [38]は不確実な状況下での集線装

置配置問題を取り扱った。以下表 1のように記号を定

義する。電気所 j からの通信量 aj(ξ̃) は既知の確率変

数 ξ̃ に従うものとする。ξ̃ は離散的な確率分布に従い、

ξ̃ = ξ となる確率 P (ξ̃ = ξ)は与えられており、確率分

布の台を Ξ(P (Ξ) = 1) とする。確率的集線装置配置問

題のプロトタイプを以下に示す。

表 1: 集線装置配置問題の記号の定義

変数 意味

xij 電気所 j を候補地 i に存在する

集線装置に接続させるとき 1、それ以外 0

yi 候補地 iに集線装置を設置

するとき 1、それ以外 0

パラ
メータ

意味

cij 電気所 j と候補地 iとの接続費用

fi 候補地 iでの集線装置の設置費用

aj(ξ̃) 電気所 j からの通信需要

bi 候補地 iにおける集線装置の処理能力

(確率的集線装置配置問題 プロトタイプ):

min
∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij +
∑
i∈I

fiyi

subject to
∑
j∈J

aj(ξ̃)xij ≤ biyi, i ∈ I∑
i∈I

xij = 1, j ∈ J, xij ≤ yi, i ∈ I, j ∈ J

xij , yi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J

制約
∑

j∈J aj(ξ̃)xij ≤ biyi, i ∈ I は確率変数 ξ̃ を含む

ため、等価な確定問題に定義し直す必要がある。変数

x, y は確率変数 ξ̃ の実現値を観測する前に決定され、

第 1段階決定変数となる。確率変数 ξ̃ の実現値 ξ が観

測されたとき、制約
∑

j∈J aj(ξ)xij ≤ biyi, i ∈ I は侵

される可能性があるため、この右辺に第 2段階決定変

数の wi(ξ) を付加する。この変数は、超過需要に対し

て行う設備の容量増設を示す。このように新たに設備

を増設することは、費用増加をもたらす。装置 iにお

ける単位通信需要あたりの容量増設に対する費用を qi

とし、目的関数に設備増設費用の期待値を加える。す

ると問題は、罰金に対する償還請求を有する確率的整
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数計画問題 (SCLP)として定義される。

(SCLP): min
∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij +
∑
i∈I

fiyi +Q(x, y)

subject to
∑
i∈I

xij = 1, j ∈ J

xij ≤ yi, i ∈ I, j ∈ J, xij , yi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J

Q(x, y) = Eξ̃[Q(x, y, ξ̃)]

Q(x, y, ξ) = minw(ξ){
∑
i∈I

qiwi(ξ)|∑
j∈J

aj(ξ)xij ≤ biyi + wi(ξ), wi(ξ) ≥ 0, i ∈ I}, ξ ∈ Ξ

(SCLP)は相対完全リコースを持つ。すなわち実行可

能な第 1段階決定変数 x, yがどのような値をとろうと、

第 2段階決定変数 w(ξ)は実行可能解を持つことに注

意されたい。

3.3 解法の枠組

解法のアルゴリズムでは、直接 Q(x, y, ξ) を 第 1

段階変数 x, y の関数として捉える。L-shaped 法は、

Q(x, y, ξ)のエピグラフを最適性カット (optimality cut)

で与えられる有限個の閉半空間の共通部分として近似

していく方法であるといえる。まず、Q(x, y, ξ) に対す

る上界を示す変数 θξ を導入した主問題 (MASTER)を

解く。

(MASTER) : min
∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij +
∑
i∈I

fiyi + θ

subject to
∑
i∈I

xij = 1, j ∈ J

xij ≤ yi, i ∈ I, j ∈ J

xij , yi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J

θ ≥
∑
ξ̃∈Ξ

P (ξ̃ = ξ)θξ

この主問題に対し、逐次 Q(x, y, ξ)を近似する最適性

カット (optimality cut) を加える。最適性カットは次

の定理により与えられる。

定理 1 (椎名 [38]). (x̂, ŷ)を (SCLP)の実行可能解と

する。また、π̂i はmax{
∑
i∈I

(
∑
j∈J

aj(ξ)x̂ij − biŷi)πi|0 ≤

πi ≤ qi, i ∈ I} の最適解とする。θξ を Q(x, y, ξ) の

上界とすると、θξ ≥
∑
i∈I

∑
j∈J

π̂iaj(ξ)xij −
∑
i∈I

π̂ibiyi は

(MASTER)の妥当不等式になる。

以下に示す整数 L-shaped法のアルゴリズムにおい

ては、主問題の得られた解 (x̂, ŷ, θ̂) より最適性カット

を添加する。最適性カットは、主問題の最適解におい

て、Q(x̂, ŷ, ξ)を近似するものである。

整数 L-shaped法 (ε :許容誤差)

• ステップ 0. 暫定目的関数値 z̄ = ∞、目的関
数の下界値 z = 0 とする。

• ステップ 1. 主問題の最適解 (x̂, ŷ, θ̂)を求める。

• ステップ 2.
∑
i∈I

∑
j∈J

cij x̂ij +
∑
i∈I

fiŷi + θ̂ >

z ならば、
∑
i∈I

∑
j∈J

cij x̂ij +
∑
i∈I

fiŷi + θ̂ = z、∑
i∈I

∑
j∈J

cij x̂ij +
∑
i∈I

fiŷi+Q(x̂, ŷ) < z ならば、∑
i∈I

∑
j∈J

cij x̂ij +
∑
i∈I

fiŷi+Q(x̂, ŷ) = z とする。

• ステップ 3. z̄ ≤ (1 + ε)zならば終了。

• ステップ 4. ξ ∈ Ξ に対して、θ̂ξ < Q(x̂, ŷ, ξ)

ならば、最適性カットを追加してステップ 1.

へ。

整数 L-shaped法と、確率変数の全実現値に対する

需要制約を有する展開形 (extensive form)の混合整数

計画問題に対する分枝限定法との比較を行った。|I| =
20, |J | = 60のとき、単位需要量当りの容量増設費用が

低い場合、分枝限定法の計算時間は、L-shaped法の約

3倍であるのに対して、容量増設費用が高い場合は、約

8.8倍となり、開発した L-shaped法が、計算時間の点

でいずれも有効である。結果の詳細は、椎名 [38]を参

照されたい。図 2は目的関数が、初期投資費用と設備

増設費用の和となることを表している。設備増設費用

が高くなる場合、非線形性が高まるために、L-shaped

法による線形近似が有利となる。以上のように、電力

0

0

ÿ
ÿ
ÿ

ÿÿÿÿÿ

ÿÿÿÿÿÿ
ÿÿÿÿÿÿ

ÿÿÿ
ÿÿÿÿÿÿ

図 2: 目的関数の構造と最適性カット

用通信網においては、将来の通信量の不確実性を考慮
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することが不可欠であるため、将来における設備の拡

張に対応して、通信網設計計画に対する確率計画モデ

ルを示した。そして整数条件を持ち、罰金に対する償

還請求を有する確率計画問題として定式化される電力

用通信網の設計問題に対し、L-shaped法と分枝限定法

とを組み合わせた最適解法アルゴリズムを示した。

3.4 モデルの拡張と電源計画への応用

多期間にわたる集線装置への設備投資を考えたモデ

ルでは、各期の決定がその期までに実現した確率変数

の履歴に依存するため、複雑な問題となる。T 期間の

各期において n個のシナリオが起こりうる場合、全体

として nT 個のシナリオを考慮しなければならない。

Shiina[29]では、通信需要の単調費減少性と設備増設

費用の単調非増加性を仮定して、この問題を n個のシ

ナリオを持つ T 個の問題へと分解できることを示した。

また、L-shaped 法に基づく解法は電源計画に応用

可能である。電源計画では、電力需要と建設費用およ

び燃料費などの変動を考慮して、発電設備の建設を計

画する. Shiina-Birge [32]では、電源計画に L-shaped

法を応用した。Louveaux [19] によって示された多期

間の確率計画問題が持つ分解可能性 (block separable

recourse) を用いて電源計画が 2 期間の確率計画問題

へ帰着できることを示し、効率的に問題を解くアルゴ

リズムを示した。この手法では、決定変数を次期以降

に影響を与える変数群 (aggregate level decisions)と当

該期のみの決定となる変数群 (detailed level decisions)

に分類する。前者は設備建設に相当し、後者は発電出

力に関する変数となる。設備建設に関わる変数のみを

含む主問題を解き、実行不可能解を実行可能性カット

(feasibility cut) で排除し、発電費用を最適性カットで

近似しながら最適計画を求めるものである。

4 組合せ条件を有する多期間の確率

計画問題

4.1 発電機起動停止問題の背景と目的

本節では、発電機の起動停止問題 (unit commitment

problem)を考える。この問題は、時間帯ごとに与えら

れた電力需要を満たすように、各発電機の起動停止ス

ケジュールおよび発電量を求める問題であり、大規模

かつ複雑なスケジューリング問題である。電力系統に

おいては、設備の補修点検を考えることが不可欠であ

る。補修計画は、考慮する要素の離散性から、組合せ

最適化問題として定式化される。椎名-久保 [43]は、補

修計画に対する切除平面法と分枝限定法に基づく最適

解法アルゴリズムを示した。起動停止問題においては、

補修計画に基づいて稼動可能な発電機が与えられてい

るものとする。椎名 [40]は、ラグランジュ緩和法によっ

て各発電設備毎に問題を分割することにより、効率的

にスケジュールを生成し、同時に電力需要を満たすよ

うにスケジュールを合成するアルゴリズムを示した。

本手法により、需要変動による供給費用コスト上昇の

リスクを回避することができる。

4.2 シナリオツリーによる需要変動の表現

起動停止の運用を t = 1, . . . , T の離散的な時間で考

える。時間帯 tにおける電力需要 d̃t を確率変数である

と定義し、その実現値を dt と表す。確率変数 d̃t は有

限の離散分布に従うと仮定する。T 時間にわたる確率

変数の実現値の組 d = (d1, . . . , dT )をシナリオと呼ぶ。

分布の離散有限性から,シナリオの個数を S 個と定義

し、s番目のシナリオ ds = (ds1, . . . , d
s
T )が生起する確

率を ps(
∑S

s=1 ps = 1)とする。シナリオは次の図 3に

おいて、ツリーの根ノードから末端のノードへの路と

して表される。

����

����

����

����
��������
����

-s s s

������*

HHHHHHj

������*

HHHHHHj

XXXXXXz

������:

0 1 2 時間

d̃1 d̃2

シナリオ

1

2

3

4

図 3: シナリオのツリー表現

2つのシナリオ ds1 , ds2 (s1 ̸= s2) がある時間帯 tま

での履歴において、(ds11 , . . . , ds1t ) = (ds21 , . . . , ds2t )を満

たす場合、これらは時間帯 tまでツリー上の同じ路をた

どる。2つのシナリオ ds1 , ds2 に対する意思決定は等し

くなければならない。意思決定者は、時間 tの段階では
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シナリオ ds1と ds2が将来 2つの異なるシナリオに分岐

することを見越して決定を行うことができない。時間 t

では t+1時間以降の将来に関する情報が意思決定者に

は与えられておらず、時間 tまでの dtの履歴に従って決

定をしなければならないためである。この条件を予測不

可能性条件 (nonanticipativity)と呼ぶ。シナリオの添

字集合 {1, . . . , S} は各時間において、互いに素な部分
集合に分割できる。時間 tまでの履歴においてシナリオ

sと等しいシナリオの添字集合を B(s, t)で表す。条件

B(s′, t) = B(s, t)かつB(s′, t+1) ̸= B(s, t+1), s′ < s,

が満たされるならば、シナリオ sとシナリオ s′ は時間

t+1にツリー上で分岐する。シナリオ sが全ての s′ < s

と過去の履歴を共有しない最初の時間を τ(s) で表し、

シナリオ sの分岐点と呼ぶ。シナリオ 1に対しては、

τ(1) = 1とする。

4.3 確率計画法による定式化

確率計画法に基づく起動停止問題モデルを以下の問

題 (SUC)に示す。現実の電力システムにおける運用で

は、発電機の起動停止スケジュールは需要予測に基づ

いて固定され、需要変動は発電機の出力によって対応

するものである。供給コストの変動リスクを把握し、

需要変動に応じて的確な運用を求めるためには、この

ような現実に即した確率計画モデルを考えることが重

要である。I 個の発電機による電力供給を考える。変

数 uitは発電機 iの時間 tにおける状態を表す 0-1変数

である。変数 xs
itは発電機 iのシナリオ sにおける時間

tの出力である。起動・停止を表す 0-1変数 uitは全シ

ナリオを通じて固定であるが、出力を表す変数 xs
it は

シナリオに応じて変動することに注意されたい。関数

fi(x
s
it)は発電機 iの燃料費を表す xs

it の 2次関数であ

る。関数 gi(ui,t−1, ui,t) は発電機 iの起動費用を表し、

(ui,t−1, ui,t) = (0, 1)の時に正の起動費用となり、それ

以外の場合には 0となる関数である。

目的関数は、供給コストの最小化である。供給コス

トは、燃料費の全てのシナリオに対する期待値と起動

費用の総和となる。制約はそれぞれ、出力の総和が電

力需要を満たすための条件、発電機 iが起動した場合

Li 時間にわたり連続運転を行わなければならない条

件、発電機 iが停止した場合 li 時間にわたり連続停止

しなければならない条件、発電機の出力の上下限条件

(Qi, qiはそれぞれ発電機 iの出力の上限値,下限値であ

る)、予測不可能性条件、および起動停止の 0-1条件を

表す。

(SUC): min
S∑

s=1

ps

I∑
i=1

T∑
t=1

fi(x
s
it)uit +

I∑
i=1

T∑
t=1

gi(ui,t−1, ui,t)

subject to
I∑

i=1

xs
it ≥ dst , t = 1, . . . , T, s = 1, . . . , S

uit − ui,t−1 ≤ uiτ , τ = t+ 1, . . . ,min{t+ Li − 1, T},
i = 1, . . . , I, t = 2, . . . , T, s = 1, . . . , S

ui,t−1 − uit ≤ 1− uiτ , τ = t+ 1, . . . ,min{t+ li − 1, T},
i = 1, . . . , I, t = 2, . . . , T, s = 1, . . . , S

qiuit ≤ xs
it ≤ Qiuit,

i = 1, . . . , I, t = 1, . . . , T, s = 1, . . . , S

xs1
it = xs2

it , i = 1, . . . , I, t = 1, . . . , T,

∀s1, s2 ∈ {1, . . . , S}, s1 ̸= s2, B(s1, t) = B(s2, t)

uit ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , I, t = 1, . . . , T,

4.4 解法のアルゴリズムと数値実験

次のアルゴリズムにより (SUC)を解く。

• ステップ 1. 需要制約をラグランジュ緩和

した問題を解く。出力 x∗s
it , i = 1, . . . , I, s =

1, . . . , S, t = τ(s), . . . , T を求めた後に、動的

計画法により u∗
it, i = 1, . . . , I, t = 1, . . . , T を

求める。

• ステップ 2. 出力 x∗s
it , t = τ(s), . . . , T, s =

1, . . . , S を修正する。

• ステップ 3. ラグランジュ乗数を更新する。

設備数 I = 10、運用時間数 T =168(時間)のシステ

ムを対象として数値実験を行った。1時間毎の 1週間

の想定需要データをもとに、図 4のようにシナリオを

与えた。

-

�
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E
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EE

��
EE

0 25 49 73 97 168 時間

シナリオ
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16

図 4: 起動停止問題のシナリオの構造
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表 2: 各シナリオにおける需要変動

シ 確率 時間

ナ 25-48 49-72 73-96 97-120

リ 月曜 火曜 水曜 木曜

オ

1 0.0625 0 0 0 0

2 0.0625 0 0 0 +10%

3 0.0625 0 0 +20% 0

4 0.0625 0 0 +20% +10%

5 0.0625 0 +20% 0 0

6 0.0625 0 +20% 0 +10%

7 0.0625 0 +20% +20% 0

8 0.0625 0 +20% +20% +10%

9 0.0625 +10% 0 0 0

10 0.0625 +10% 0 0 +10%

11 0.0625 +10% 0 +20% 0

12 0.0625 +10% 0 +20% +10%

13 0.0625 +10% +20% 0 0

14 0.0625 +10% +20% 0 +10%

15 0.0625 +10% +20% +20% 0

16 0.0625 +10% +20% +20% +10%

(+10%, +20%はそれぞれ、想定需要に対する増加割合を示す。)

確定的数理計画モデル（S = 1 である問題）と確

率計画モデルの比較を行うに際し、確定的モデルとし

て、月火水木の各曜日の需要に対応する供給予備率を

(5%, 10%, 10%, 5%)（表 2 の 16個のシナリオにおける

需要の平均値に対応）から (10%, 20%, 20%, 10%)（表

2 において最も需要の大きい第 16シナリオに対応）ま

で幅 (1%, 2%, 2%, 1%)で上昇させた 6個の問題につい

て考える。確定的数理計画モデルを解いて得られたス

ケジュールを 16個のシナリオに当てはめて、供給費用

の期待値を計算する。

表 3より予備率を低めに設定すると、供給不足が起

こる可能性があり、逆に高く設定すると確率計画で得

られる解よりもコストが高くなる恐れがある。

本節では、発電機起動停止問題に対して現実のシス

テムの運用を反映させ、かつ電力需要の不確実性を考慮

した新たな確率計画モデルを示した。本手法により、供

給不足に陥るというリスクを回避すると同時に、需要変

動による供給費用コスト上昇のリスクを回避すること

ができる。起動停止問題に対しては、Shiina-Birge[33]

による列生成法の応用のようにさらに効率的な解法が

望まれている。Shiina[30]では、列生成法とラグラン

表 3: 確率計画と確定的計画の比較

モデル 供給費用の期待値

確率計画（提案法） 3669641

確定的 (5%,10%,10%,5%) 供給不足

確定的 (6%,12%,12%,6%) 供給不足

確定的 (7%,14%,14%,7%) 供給不足

確定的 (8%,16%,16%,8%) 供給不足

確定的 (9%,18%,18%,9%) 3858235

確定的 (10%,20%,20%,10%) 3858235

ジュ緩和法とを併用することにより、供給費用を減少

させることを可能とした。

電力自由化以降の電力取引の形態は、次の 2つに大

別される。

• 電力会社－顧客との相対契約による従来と同様の
電力供給

• 電力プールによる取引

プール取引とは、ある地域内の供給事業者が、プール

と呼ばれる電力市場から電力を購入する。プール市場

では、発電側と需要側の入札を受けて、取引量と取引

価格が決定される。今後予定される電力自由化に向け

て、図 5のような電力取引を考慮したモデル (Shiina-

Watanabe [36])の開発と実用化が課題である。

市場 発電機 需要

電力を市場から購入

電力を市場へ売却

���*

-

?HHHY

HHHj

図 5: 市場での売買を考慮したモデル

5 同時機会制約条件を有する確率計

画問題

5.1 電力供給計画の背景と目的

本節では、複数の制約が同時に成立するという同時

機会制約条件を有する確率計画問題を取り扱う。この
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問題は、一般的には非線形性の高い制約を含む。同時

機会制約条件を有する問題の電力供給計画への応用を

考える。電力供給計画においては、予測外の事態発生

に対しても、安定した電力供給を可能とするために予

め想定需要を越えて保有する供給予備力を必要として

いる。椎名 [37]は、機会制約条件を電力供給計画に導

入した。このモデルは、電力需要を季節毎の近似負荷

曲線として与え、時間帯毎の需要変動に対応して、供

給力と予備力を併せた設備稼動可能容量を求めるもの

である。確率分布として、各時間帯の電力需要が独立

な正規分布に従うと仮定したが、実際には時間帯毎の

電力需要は相関がみられる。そのため、Shiina[27]で

は、電力需要量の相関を考慮した同時機会制約条件を

含む電力供給計画モデルが示された。

5.2 機会制約条件計画問題としての定式化

新設、既設の設備稼働可能容量の総和が季節 s、時

間帯 tにおいて電力需要 P̃st を上回るという条件を考

える。ただし、I, J, S, T をそれぞれ、新設設備、既設

設備、季節、時間帯の集合とし、vist, wjst をそれぞれ、

新設設備 iの季節 sの時間帯 tにおける稼動可能容量、

既設設備 j の季節 sの時間帯 tにおける稼動可能容量

とする。

∑
i∈I

vist +
∑
j∈J

wjst ≥ P̃st (5)

ここで、P̃stを確率変数であると定義し、この制約を

機会制約条件へと拡張する。P̃stの時間帯 tに関する同時

確率分布関数をFs(x) = P(x1 ≥ P̃s1, . . . , x|T | ≥ P̃s|T |)

とする。同時機会制約条件は、季節 sにおいて、電力

需要 P̃st, t ∈ T を同時に上回る設備の稼動可能容量を

確率 αs 以上で保持することを意味する。

Fs(
∑
i∈I

vis1+
∑
j∈J

wjs1, . . . ,
∑
i∈I

vis|T |+
∑
j∈J

wjs|T |) ≥ αs

(6)

5.3 需要変動確率分布とGauss型数値積分

電力需要 P̃st, t ∈ T, s ∈ S が正規分布に従うと仮定

する。このとき、機会制約条件を満たす解集合は、凸集

合となるが、分布関数が多次元の積分を含むため、椎

名 [37]では確率分布の近似式を用いた。Williams-山内

の近似式 (山内 [52])において k = 0とおくと、標準正

規分布の確率分布関数 Φ(u)は以下の式で近似できる。

Φ(u) ≈ Φ̃(u) =
1

2
+

1

2

√
1− exp(

−2u2

π
), u ≥ 0 (7)

電力需要の分布関数を与えると、設備稼働可能容量の

需要充足条件が計算できる。ここで、電力需要 P̃st は

t ∈ T に関して独立であるとみなす。すると、季節 sの

確率分布関数 Fsは、各時間帯の周辺分布関数 fstの積

となる。

Fs(xs1, . . . , xs|T |) =
∏
t∈T

fst(xst) (8)

また pst, σstをそれぞれ、Pstの平均と標準偏差とする。

すると、Pst−pst

σst
は平均 0,分散 12の正規分布N (0, 12)

に従うので、制約条件は以下のようになる。

∏
t∈T

Φ̃


∑
i∈I

yist+
∑
j∈J

zjst − pst

σst

 ≥ αs (9)

しかし、このような近似式によると、多変量正規分

布の相関を表してはおらず、充足水準に対する正確な

稼動可能容量保有という点で問題がある。そこで、多

変量正規分布の分布関数値をを直接数値積分によって

計算する。

Drezner[13]は重み e−x2

のGauss公式によって以下

のように積分値を求めている。x = (x1, . . . , xm)⊤ ∼ N
(0, R) の密度関数を各 xiについて−∞から aiまでm

重積分し、その値を Φm(a, R)とする。xの平均は 0、

Rは相関行列でその逆行列の (i, j)成分を rij とする。

Φm(a, R) =

∫ am

−∞
· · ·
∫ a1

−∞

1

(2π)
m
2 (detR)

1
2

exp(−1

2
x⊤R−1x)dx1 . . . dxm (10)

ここで、Gauss公式を適用するが、数値計算上同数の

分点に対しては a ≤ 0の時に誤差が小さいと経験的に

言われている。そこで、次の関係式を再帰的に用いる。

Φm(a, R)

= Φm−1(a1, ..., ai−1, ai+1, ..., am, Ri
m−1)

− Φm(a1, ..., ai−1,−ai, ai+1, ..., am, R−i
m ) (11)

式 (11)より、積分項は 1 ∼ m重積分を含み、その項

数は 2mとなるが、積分区間は全て−∞ → −ai となる。

Ri
m−1 は (x1, . . . , xi−1, xi+1, xm)の相関行列、R−i

m は

(x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, xm)の相関行列である。Gauss

公式の適用に際し、yi = (ai − xi)
√
rii/2 と変数変換
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をする。このとき、yi : ∞ → 0であるから、積分は

m = 4の場合、次のようになる。

Φ4(a, R)

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

{ 1

(2π)
4
2 (detR)

1
2

exp(−y⊤y)

exp

y⊤y −
4∑

i=1

4∑
j=1

(ai

√
rii
2

−yi)rij(aj

√
rjj
2

−yj)

riirjj


4∏

i=1

(− 1√
rii/2

)
}
dy1dy2dy3dy4

≈ 1

(2π)2(detR)
1
2

4∏
i=1

(− 1√
rii/2

)

k∑
i1=1

k∑
i2=1

k∑
i3=1

k∑
i4=1

Ai1Ai2Ai3Ai4g(y1, y2, y3, y4)

(12)

ただし、以下のように定める。

g(y) = exp

y⊤y −
4∑

i=1

4∑
j=1

(ai

√
rii
2

−yi)rij(aj

√
rjj
2

−yj)

riirjj


(13)

積分公式は、[0,∞]領域における Gauss公式を領域

の直積 [0,∞]4 へと拡張したものであり、Ai1 , . . . , Ai4

は e−y⊤y に対応する重み係数である。

5.4 数値実験

次のようなデータを用いて数値積分を行った。1年

間の 4季節 4日間 4時間帯各 6時間毎、計 16の電力

需要平均値および分散を用いて、季節毎の 4次元正規

分布関数を設定した。発電設備としては、現在既に存

在する既設設備が 18設備、導入を計画できる新設設備

が 7設備あると仮定する。

以上の条件の下で、確率的電力供給計画モデルを解

いた結果を示す。非線形最適化については、最適化ソ

フトウェア NUOPT(山下 [51]) の信頼領域法を用い、

数値積分法の Drezner[13]のサブルーチンでは、各次

元における分点数を 2点から 10点まで、数値積分値の

値の差が、与えたパラメータ 1× 10−4に収まるまで分

点数を増加させ計算を繰り返す。以下の結果では、確

率 0.95,0.99の時いずれも 10点以内の分点数で積分値

が収束している。下の表 4では参考のため、相関を無

視した場合の結果も示した。

機会制約条件を含まない場合、各時間帯に保有する

設備稼動可能容量はその時間帯の電力需要の平均値と

等しくなる。すなわち、供給予備力を全く保持しない

表 4: 電力供給計画における目的関数の最適値

各季の
充足確率 0.5 0.7 0.9 0.95 0.99

無相関と仮定 1.08 1.14 1.24 1.29 1.40

相関を考慮 1.01 1.07 1.18 1.23 1.35

(機会制約条件を含まない場合の最適値を１とする)

運転となる。これに対して、各季節の需要充足確率を

変化させた時の最適値の比率を図 6に示した。何れの

場合も、時間帯毎の相関を考慮した方が、最適値の比

率が小さくなっている。これは時間帯毎の電力需要の

相関が全て正となっているためであると考えられる。

これより精密な経済運用には、相関を考慮することが

不可欠であることがわかる。実際の供給計画では、供

給信頼度が 1に近い値に設定することが必要である。

例えば、供給信頼度 0.99とは、100日間の供給計画に

対して、供給不足となるのが 1日以下となることを示

す。このように供給信頼度が 1に近づくに従い、目的

関数の最適値は発散する。そこで、充足確率と最適費

用の関係を以下の両対数グラフ図 7 で表現すると、対

数線形に近い関係が得られ、供給の安全性と経済性の

トレードオフについて、定量的な見積もりができる。

図 7 から、充足確率を 0.9から 0.99へ上昇させた時、

最適値比率が 1.18から 1.35へと増加し、最適値自体

は 1.35
1.18 ≈ 1.15倍になることが分かる。

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35

1.4

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ
ÿ

ÿÿÿÿÿ

ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ
ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ

図 6: 目的関数の最適値の比率

本節では、これまで理論的には研究されてきたが、実

際問題への適用が必ずしも容易でなかった同時機会制

約条件を有する確率計画モデルが、数値積分法を導入

することによって、電力供給計画に実用可能であるこ

とを示した。特に、変数間に相関がある場合、モンテ

カルロ法によるシミュレーションなどを用いずに、機
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図 7: 目的関数の最適値の比率 (両対数グラフ)

会制約条件の計算を行うことができることを示した。

6 おわりに

現実の数理計画問題には不確実性が含まれる。これ

らの不確実性を考慮しない場合には、求めた解の実行

可能性が侵されたり、または解の最適性が失われると

いうおそれがある。そのため、確率計画法に基づく不

確実な状況下での最適化を考え、電気事業における重

要性が高い、通信網設計、発電機の起動停止スケジュー

リング、電力供給計画へと応用した (椎名 [41])。

今後の重要な課題として、連続分布を持つ確率変数

を含む確率計画問題が考えられる。連続分布を持つ問

題は、シミュレーション手法とも深く関連し、応用可

能性の高さからも重要である (ShiinaTokoro-Shinohara

[35], Shiina [31])。他にも、組合せ条件を考慮した確率

計画問題は現在最も研究が進んでいる分野であり、応

用も幅広い (Shiina-Tagaya-Morito [34], 椎名 [42])。

確率計画法は、本論文に挙げた問題に限らず、多く

の分野のシステムの最適化問題に対して有効であるた

め、今後も解法の発展および効率化と、幅広い分野で

大規模な現実問題への適用が期待できる。
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